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AVVERTIMENTO DELL' AUTOHE 



La esperienza di un ventennio continuo d' inse- 
gnamento pubblico della Trigonometria mi per- 
suase a compilare questo trattalo elementare ri- 
stretto fra i limili delle teoriche indispensabili per * 
la risoluzione dei triangoli rettilinei con non dif- 
fìcili applicazioni , per renderne cosi più facile lo 
studio ai principianti , che intendono iniziarsi alla 
professione di Perito-agronomo o di ottenere la 
licenza liceale . Per i giovani che vorranno pro- 
seguire gli sludii matematici pubblicherò un trat- 
tato generale di Trigonometria colle sue appli- 
cazioni alla Geodesia e all' Astronomia . 

Pistoia , giugno 4866. 
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CAPO PRIMO 

formule W-'omlarnesUtili 



4. .LJa origine della trigonometria (*) è incerta. Ab- 
biamo qualehc indizio die gli Egiziani conoscessero Ì suoi 
principi! elementari, ma !e sue prime tracce non si tro- 
vano che presso i Greci. I grandi perfezionamenti eseguiti 
nella trigonometria con i lavori di Nepero , colla teoria 
dei seni dovuta all'Eulero e coli' opera del C agnoli, ne 
fanno una scienza importantissima per l' agrimensura, 
la navigazione, l'astronomia ec. 

2. La trigonometria si divide in rettilinea o piana, ed 
in sferico; la piana considera i triangoli rettilinei o quelli 
die sono formati sopra un piano mediante la intersezione 
di tre linee rette, e la sferica considera i triangoli sferici, 
o quelli die sono formati sulla superficie della sfera da 
tre ardii di circolo. 

3. Dalla geometria si ha il mezzo di costruire grafica- 
mente un triangolo rettilineo quando si conoscono tre al- 
meno dei sei clementi che debbono comporlo, purché fra 
essi vi sia sempre un lato. Ha le geometriche costruzioni 
sonosoggette ad inevitabili errori, onde conviene sostituire 

[*) II vocabolo trigonometria deriva dal greco ingonon 
{(riangolo) e melron [misura] . 
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od esse i risultati invariabili del ralcolo fondato sulle re- 
lazioni clic esistono fra gli angoli ed i lati dì un triangolo. 
A ciò provvede In trigonometria rettilinea colla soluzione 
del seguente problema generale . Doli in numeri Ire 
dei sci elementi ili un triangolo rettilineo , e supposto 
che ira i dati siavi almeno un lato, determinare in mi- 
meri gli altri tre clementi (*) . 

4. Sappiamo che gli angoli vengono misurali nello geo- 
metria do orchi di circolo descritto con un roggio deter- 
minato, ed il cui centro sia il vertice degli angoli stessi". 
Ove nei doli di un problema trigonometrico siovi compreso 
qualche angolo , questo dovrà essere numericamente de- 
finito : per tale oggetto 1' intera circonferenza è stato di- 
visa in 360 parti uguali chiamate gradi ; ogni grado viene 
diviso in 60 ]>arli iiguoli dette minuti primi o semplice- 
mente mintili; ciascun minuto dividesi in 60 parli uguali 
dette mimili secondi o secondi soltanto re. A questa di- 
visione della circonferenza si è dato 1' aggiunto di sessa- 
gesimale per distinguerla dalla divisione centesimale. (*') 

(■) Se fossero dati i tre angoli, lutti ì triangoli simili sod- 
disfarebbero al quesito . 

(") La divisione centesimale assegna 400 gradi all' intera 
circonferenza : ogni grado vi è diviso in 100 minuti , ed ogni 
minuto primo in 1 00 minuti secondi te. Un arco di 96 gradi , 
99 minuti e 52 secondi si suole indicare coti 
96 f , 9932 

Dai pratici è preferita però la divisione sessagesimale poirhè le 
lavale e gli strumenti sono stati costruiti secondo tale metodo 
di divisione . Un grado della divisione sessagesimale sta od un 
grado della divisione centesimale come 360 sta a M)0 , ovvero 
come 9 sta a 10 : dunque si ridurranno i gradi sessagesimali 
m centesimali moltiplicandogli per dieci noni, e viceversa i cen- 
tesimali in sessagesimali moltiplicandogli per nove decimi . 
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Noi adotteremo esclusivamente la divisione sessagesi- 
male . 

5. I gradi si contrassegnano ponendo un piccolo zero, 
a modo di esponente, al numero che ne dice la quantità; 
ai minuti ed ai secondi si dà per caratteristica respetti- 
vamente uno e due apici. Cos'i volendo esprimere in cifre 
trentatre gradi , cinquantadue primi e cinquantotto se- 
condi , si scriverà : 33° 52' 58" , sarà 

Circonferenza = 360° = 21C00' = 1896000". 

6. Problema . Trovare una relazione fra la lun- 
ghezza assoluta di un arco ed il suo numero di gradi, 
mintili e secondi nei supposto che il raggio sia nolo. 

Sia l la lunghezza dell' arco , g il numero dei suoi 
gradi ec, r rappresenti il roggio dato: è evidente che la 
lunghezza assoluta dell' arco sta alla lunghezza dell' in- 
tera circonferenza come i! numero dei gradi ec. dell'arco 
stii al numero dei gradi della circonferenza, pero avremo: 
i : 2tii- = g: 560" , donde 

7. Talvolta può avvenire nelle applicazioni di dovere 
passare dal valore angolare di un arco al suo valore li- 
neare e viceversa , nella ipotesi che il raggio sia noto . 
Ciò potremo ottenere per mezzo delle due formule tro- 
vate, come rilevasi nelle seguenti applicazioni numeriche. 
■I. 1 Sia dato : g sa 23° 59' 46" = 93586" ; r = 5 



. „ e | ' | , . 10- «Patiti 11 „ 

dalla formula [ ) avremo i r=: ^ 296000" = ' 

2.' 1 Sia dato : l = 4 , 576 ; r s= 5; dalla formula 



di , tlo'J 

e finalmente <j = 52° 26 13" , 7 




= 188773', 7 ; 
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Corrispondenza fra la mutazione di segno 
ed il cambiamento di direzione. 

8. Problema . Costruire la differenza di due lince 
date M ed K . 

4." Sia (/ìg. i) M>H , ed arar' una reità indeQnitn 
sulla quale a parlire da un punto qualunque A, si prenda 
nella direzione kx una lunghezza AB=M. A parlire dal 
pmilo B si porli nel senso di B verso A In linea BC = N, 
la differenza cercala sarà AG die si trovo nel senso AB 
n partire da A ed il punlo C è compreso fra A e B . 

2.° Sìa fjijf. 2) M ss AB , N ss BC' ed N > M ; 
come nel caso precedente, portata lo lìnea AB nella dire- 
zione di A:r,',ed a partire dal punto B verso A presa una 
lunghezza BC sa H , la differenza cercata sarà AC otte- 
nuta dalla medesima costruzione ; sì osservi però che 
tale differenza si trova portata in senso contrario di AB 
per rapporto al punto A . Sìa per esempio: 

M = 90 millimetri ; N ='40 millimetri , avremo 
M — H = 90 — 40 ss 50 millimetri. 
Se M sa 90 ; N ss 140 , avremo 

M — H ss SO — 140 ss — 50 millimetri . 

In questo ultimo caso il resto è negativo , ed il valore 
assoluto di questo resto non è altro che la differenza AG' 
delle due linee quando si toglie la prima dalla seconda , 
cioè la più piccola dalla più grande . 

Si vede adunque che ii cambiamento di segno nella ope- 
razione numerica , si traduce in un cambiamento dì di- 
rezione nella costruzione geometrie» . 

Tutto ciò si applico non solo a delle lunghezze portate 
sopra lince rette , ma aneora a delle lunghezze portate 
sopra linee curve come vedremo . 

Rei caso delle linee rette , una costruzione può dare 



Digitized by Google 



FOltHCLE FOSDAJ1ENTALI 9 

in una volta la somma e la differenza di due linee date . 
Infatti preso AB ss M sulla lineo ytj (fig. 3) , se dal 
punto B conio renlro con un roggio uguale a K si descri- 
vo la semicirconferenza CKD, essa toccherà la linea 
yy in due punti D e C . 

Se H > N i due punti D e C saranno dolio medesima 
parte del punto A ; AD sera la somma delle due lince , 
ed AC sarà la differenza . 

Se H cresce progressivamente il punto C sì approssima 
al punto A, e la differenza AC diminuisce; quando N=M 
il punto A si confonde col ptinfn Cela differenza è nullo. 

Per N > M il punto C posso dall' altro porte del punto 
A in C , e la differenza AC si trova portata in direzione 
o senso contrario, quando la sottrazione diretta é impos- 
sibile , e conduce ad un resto negativo . 

Siamo così condotti od ammettere come convenzione 
la corrispondenza tra il cambiamento di segno ed il can- 
giamento di direzione . 

Se consideriamo adunque sopro una lineo qualunque 
differenti distanze, misurate a partire da un punto mede- 
simo che chiameremo origine comune, fissata su tale li- 
nea, e che si voglia introdurle nel calcolo, si dora il se- 
gno + oi valori numerici di quelle che sono portate in 
una direzione , e si darà il segno — ai valori numerici 
di quelle portate in senso o direzione contraria . 

9. Cogli stessi segni -he — vanno ancora distinte le 
opposte direzioni che possono over luogo nelle distanze dei 
punti di un piano da uno retta che in esso giace. Sio (/ir/. 4) 
AB la retto, ed m, n , p , q siano diversi punti del piano. 
Per un punto A della AB s'immagini condotto lo perpen- 
dicolare ytj ; A;/ sia il senso o direzione delle distanze 
positive , ed Ai/ quello delle negative . Abbassando dai 
punti m,n,pe (/ delle perpendicolari sulla AB, vediamo 
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come i valori numerici delle disianze min' , mi' debbono 
essere affetti dal segno + , e dal segno — quelli delle 
distanze pp , qqf . 

40. Talvolta la disianza di un punto da una data ori- 
gine è da valutarsi sopra una linea curva . Così volendo 
paragonare le grandezze degli angoli e quindi degli archi 
che li sottendono, sarà d' uopo sulla circonferenza asse- 
gnare un punto A (fig, 5) come orìgine comune degli ar- 
chi ; ed in tal modo ciascuno di essi sarà dato , quando 
ne sarà noto 1' altro estremo , cioè quando sapremo as- 
segnare sulla circonferenza un punto che disti dall' ori. 
gine A di una data quantità, presa secondo la curvatura 
stessa della circonferenza . Poiché potremo procedere sì 
nella direzione AB come nella direzione AD, così avremo 
a considerare degli archi positivi e negativi aventi una 
origine comune in A . Ed assumendo per positivi i qua- 
dranti descritti da A in B , in A' ec. ; saranno negativi i 
quadranti descritti da A in D , in A' ec. 

Partendo da A supponiamo che un punto mobile M cam- 
mini sulla circonferenza nel senso degli archi positivi . 
Al principio del movimento, cioè quando M si trova in A 
è nullo 1' arco ; dipoi crescerà continuamente fino a 
raggiungere 2?r (*) quando il punto M avrà percorso 
la intera circonferenza . Continuando a muoversi detto 
punto, e percorso successivamente due , tre, ec. volte la 
circonferenza I' arco da esso descritto cresce respeltiva- 
menle da 2n a 4;r , da in a 6?r ec. Se il punto M com- 
mina nella direzione degli archi negativi cioè da A in D, 
in A' ec. , successivamenle prenderà i valori 

da 0 a — 2?r ; da — 2;r a — 4rc ; da — in a — 6t ec. 

(') Con 2* allorché si ritiene il raggio uguale air unità 
si rappresenta la circonferenza . 
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Adunque un arco può prender tutti i valori da — oo a 

Archi complementarii t svppkmenlarii 

Ai. Due archi si dicono complementarii quando la loro 
somma è uguale a novanta gradi . 

Rappresentiamo con x la misura in gradi di un arco 
dato , il suo complemento è 90" — x . Se 1" arco dalo 
sarà minore, uguale o maggiore di 90", tale complemento 
sarà respettivamente positivo, nullo o negativo. 

Abbiasi per esempio (fig. S) un arco AM = 40" , il 
suo complemento sarà BM ss AB — AM ovvero 
BM = 90° — 40° = 50° 

Se invece 1' arco è AM' = 440° , praticando come nel 
caso precedente abbiamo 

BM' = 90° — 140" = — 50° 
il complemento dà luogo in questo caso ad una quantità 
affetta dal segno — . Se esaminiamo sulla figura la dif- 
ferenza fra I' arco AM' ed il quadrante AB , si vede che 
questa differenza è BM' di coi il valore assoluto è di 50°, 
ina bensì portata rapporto al punto B in direzione con- 
traria della differenza BM che corrisponde ad un com- 
plemento positivo . 

La considerazione del complemento negativo 
( — BM 1 sa — 80* ) 
ci conduce ancora ad ammettere una corrispondenza Ira 
il cambiamento di segno ed il cambiamento di direzione. 

\% Due archisi dicono suppl cruentar ii quando la loro 
somma è uguale a 180° . 

Sia x la misura in gradi di un arco dato ; il suo sup- 
plemento potrà rappresentarsi da 180°— x; sarà positivo 
quando x < 180° , nullo quando x = 180° , e negativo 
per x > 480" . 
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Lina Trigonometriche 

io. Dalla geometria sappiamo che esiste una dipen- 
denza tra i lati e gli angoli di un triangolo , cioè al Iato 
maggiore di un triangolo trovasi opposto I' angolo mag- 
giore e viceversa . All' uopo die tale dipendenza riceva 
la espressione numerica più semplice occorre che abbia 
forma di rapporto; e siccome é inconcepibile un rapporto 
Ira grandezze che non siano omogenee , per esprimere 
numericamente c nel modo più semplice la dipendenza 
tra gli angoli ed i lati di un triangolo si rappresenta la 
grandezza degli angoli per mezzo di quantità lineari ; da 
ciò 1' origine delle linee I rigano mei rie he o goni onte tri eh e 
dal valore numerico delle quali dipende la risoluzione dei 
triangoli . 

44. Dal punto 0 come centro (fig.6) e con un raggio 
OAarbitrariOjmadnto, si descrivala circonferenza ABA'D; 
dallo stesso punto si conduca il raggio OB perpendicolare 
al diametro AA' . Sia o la misura in gradi dell' angolo 
AOM o dell' arco AM minore di 90" . Dall' estremità M 
dell' arco AM si abbassi la perpendicolare HIP sopra il 
diametro AA' ; questa retta chiamasi il seno dell' arco 
AM o del!' angolo AOMr= a . Sì scrive sen a , c si pro- 
nunzia seno a che vuol dire seno dell' arco a o dell' an- 
golo MOA : avremo dunque 

MP = sen a (*) 

(") Fino dal principio del Secolo XVIII i seni come pure 
le altre quantità che ne dipendono , malgrado la loro estrema 
importanza nei calcoli astronomici non erano stati considerali 
che in un modo puramente geometrico . Dobbiamo a Federigo 
Mayer i teoremi fondamentali delta teoria algebrica dei seni , 
teoria che tra le mani dell' Eulero è divenuta una delle parti 
piìi importanti della scienza dei numeri . 
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La grandezza di MP dipenderà e dalla grandezza del 
raggio e da quella dell' angolo AOM . 

Iti generale il seno dì un arco o di un angolo è il nu- 
mero che misura la perpendicolare abbassata dall' e- 
slrenio di questo orco sui diametro che passa per l'ori- 
gine dell' arco slesso . 

45. Paragonando questa definizione al teorema geome- 
trico : li raggio perpendicolare ad una corda la divide 
insieme con l' arco soffeso in due parti uguali, rilevasi 
che il seno di un orco è uguale alla metà della corda che 
sotlende 1' arco doppio . 

46. Dal punto A (fig. 6) origine dell'arco AH si con- 
duca la AT perpendicolare al diametro AA' fino all' in- 
contro del raggio OH prolungato : tale linea dicesi tan- 
gente trigonometrica dell' arco o dell' aDgolo a =: AOH, 
e si scrive 

tang a = AT 

Adunque la tangente trigonometrica di un arco è il 
numero che misura la parte di tangente condotta al- 
l' origine deli' arco sino all'incontro del prolungamen- 
to del diametro che passa per l' estremo di questo arco. 

47. La retta OT dicesi secante dell'arco a e si scrive 

sec a = OT 

In generale si chiama secatile irigonomein'ca di un arco 
il numero che misura la retta condotta dal centro del 
circolo all' estremità dell' arco , e prolungata fino al- 
l' incontro della tangente dell' arco stesso . 

48. La retta AP dicesi seno verso dell' arco a e si de- 
nota 

sen ver a = AP 
I! seno verso è dunque la porzione del diametro com- 
presa fra il piede del seno e i* estremità dell' arco . 
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d9. Dal punto M si conduca la perpendicolare MQ so- 
pra il raggio OB , c nel punto B si tiri la tangente BS 
fino all' incontro del prolungamento di OH : è chiaro che 
MQ , BS , OS , BQ saranno respettiva mente il seno, la 
tangente, lo secante ed il seno verso dell' arco BH che è 
complemento dell' arco AM=o , le quali linee vengono 
respettivainentc denominate coseno , cotangenfe , cose- 
conte e cosenouerso dell' arco 0 , ed in simboli si rap- 
presentano cosi 

MQ = PO = cos a 

BS = col a 

OS — cosce a 

BQ = eos ver a ; dunque 

1. " Il coseno di un arco È la parie del raggio com- 
presa tra il piede del seno ed il centro dell' arco o ver- 
tice dell' angolo ; ovvero è il seno del complemento del- 
l' arco medesimo . 

2. " La cofani/ente di un arco à la tangente trigo- 
nometrica del complemento dell' arco stesso . 

3. " La cosecante di un arco è la secante del com- 
plemento . 

4. " Il coseno verso di un arco è la differenza fra 
il raggio ed il seno . 

Raramente si adoprano nei calcoli trigonometrici ilse- 
noverso ed il coseno verso . 

20. Per le date definizioni potremo porre 
cosa = sen (90° — a) 
cola = tang (90° — o) 
coseca ss sec (90° — a) 
Se a ss 38° Bff W risulterà 
cos 58" 50' 41" = sen SI" 9' 49 
cot 58" 50' di" = tang 51° 9' 49" 
qosec 58° 50' -11" = sec 51° 9' 49' 
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te linee trigonometriche sono proporzionali ai raggi . 

21. Facendo centro nel vertice A (fig. 7) dell' angolo 
MAB , descriviamo gli ardii BM , BUI' , B'M" ec. con i 
raggi «spettivi AM , All' , AM" ec. 

Dalla similitudine dei triangoli APM, ÀP'M' i AP"M" ec. 
avremo : - i 

MP _ H'P' M"P" _. 

AM ~~ AM' ~ AM" GC ' jW'- 

la lunghezza del seno dell' angolo A è MP por rispetto 
al circolo di raggio AM ; e M P pel circolo^' raggio AM' ; 
è M"P" pel circolo di raggio AM ec, cioè il rapporto delle 
linee PM, FM', P"M" ce. ai respettivi raggi è sempre uguale 
e costante ne! medesimo angolo . In altri termini i seni , 
e parimente per una analoga dimostrazione tutte I? altre 
linee trigonometriche sono proporzionali ai raggi. Pero 
essendo dato il rapporto di una linea trigonometrica, ad 
es. del seno PM al raggio del. circolo AM , 1* angolo cor- 
rispondente MAB sarà determinato pel folto stesso . 

22. Poiché nella misura delle linee goniometriche si 
prende per maggiore semplicità costantemente I' unità 
pel raggio, le grandezze trigonometriche , cioè i numeri 
che misurano quelle lìnee si possono in generale conside- 
rare come i rapporti delle medesime al raggio del cir- 
colo . Cosi per 0H=1 [fig. 6) . 

AT OT 



= óii • lan ^ = mi 



OM 



MQ 



Segni delle linee trigonometriche . 
'23. La semicirconferenza ABA' {fig. 6) divisa in due 
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quadranti dal raggio OB, posla 1' origino in A offre due 
ordii AM , ABM' respe II iva mente compresi fra i limili 0° 
e 90' ;(P e 480", ed orbiamo : 



sen AM = 


+ MP 


sen AM' = 


+ M'P 1 


cos AH — 


+ OP 


cos AM' = 


— OP' 


tang AM = 


+ AT 


tang AM = 


— AT' 


col AM = 


+ BS 


rot AM = 


— BS' 


sec AM i= 


+ OT 


sec AM' = 


— OT' 


cosce AM = 


+ OS 


cosec AM' = 


+ OS' 



24. Da ciò rilevasi che i.° i seni situati al di sopra del 
diametro AA' sono positivi , e conseguentemente (9) sa- 
ranno negalivi quelli al di sotto - 2." i coseni sono posi- 
tivi quando si trovano sul raggio AO che da 0 va all' ori- 
gine dell' arco , e negativi quando cadono sul raggio OA'j 
la origine 0 ilei coseniénello stesso tempo l'origine delle 
secanti e delle eonsecanti ~ 3." le tangenti sono positive 
quando dalla loro origine A , che è ancora origine del- 
l' arco vanno da A in T e negative quando vanno in di- 
rezione opposta cioè da A in T - 4." le cotangenti dirette 
da B in S sono positive , menlre quelle in direzione 
opposta cioè da B in S' sono negative ; la loro origine 
B è ancora origine degli archi complementarii - 5. Le 
secanti si riguardano coinè positive quando si trovano su! 
raggio che passa dall' estremila dell' arco che si consi- 
dera , cioè sulla linea OS, e negative quando si valutano 
in direzione contraria del roggio che dal centro va all'e- 
stremità dell' orco . La secante adunque di AM' essendo 
OT' con direzione opposta di OM' deve ritenersi negativa - 
6." Gli archi AM ed AM' hanno per cosecanti respettive 
OS, OS', 1' una e 1' altra positive perchè partendosi dal 
centro 0 son prese sui raggio eh? passa per 1' estremità 
del rispettivo arco - 7." Le linee trigonometriche di un 
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arco compreso Tra 90" e -180' sono negative od eccezione 
del seno e dello cosecante , elle si mail tengono positive '■ 

Lìnee trigonometriche degli archi supplementarii . 

25. Siano (fig. 6) AM' , M A' due ordii sii ppte man- 
ia riì . Poieliè AM = AM, ancora i due orchi AM ed AM 
sonnsupplementarii 1' uoo dell' nitro . I loro seni MP , 
MP' e le respellive cosecanti OS , OS' sono ugnali fra loro 
ed hanno lo stesso segno . I coseni sono OP e — QV ; le 
tangenti AT e — AT'; le cotangenti BS e — BS'; e le se- 
canti OT e — OT . Adunque rilevasi che due archi sup- 
plementarii hanno le lìnee gonio-metriche uguali e di 
segno contrario, ad eccezione del seno e della cosecante 
che hanno ancora lo slesso segno positivo . 

26. Sia a un arco minore di J80" , il suo supplemen- 
to sarà -180° — a ; ed avremo 

seno — sen (180°-o) coso = - cos (ISCT-a) 
tango =- tang (-i80"-o) colo = - cot (180°-a) 
seco =-sec (180°-o) reseco — cosec (iSCP-a) 

Relazioni fra le linee goniomelriche di uno stesso arco. 

27. Le linee trigonometriche hanno tale dipendenza 
tra loro, che dato il valore di una di esse per un certo 
raggio , si possono agevolmente calcolare i valori di tutte 
le altre . Con nn raggio OA=r descritta la semicirconfe- 
renza ABA', si prenda a considerare I' arco AM— a mi- 
nore di un quadrante , e costrutta la figura 6 (li) dal 
triangolo rettangolo MPO pel nolo teorema di geometria 
si avrà. 

sto'— MP'+PtJ 5 
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ovvero r'~ sen'a+cos'o (*) (4) 

cioè il quadralo del raggio uguaglia la somma dei qua- 
drali del seno e del coseno . 

I due triangoli OMP, OTA simili, perchè equiangoli Ira 
loro, ci danno 

PKl : OP=AT : AO, ossia seno : coso=tanga : r 

d'onde tango = ~~ (2) 

la (ongente adunque di un arco è uguale al seno molti- 
plicato pel raggio e diviso pel coseno . Abbiamo ancora 
OT r OM — AO : PO, seco : r — r : coso 
r 1 

d' onde seca = (3) 

COMI v 

cioè che in secanfe è uguale al quadralo del raggio di- 
viso per il coseno . 

Dai triangoli simili OQM , OBS, si ha 
00 : MQ — OB : SB , ma OQ — MP ed MQ = PO , però 

seno : coso — r : cola , d'onde cota = ■ ^ a (4) 

dunque la cotangente di un arco è uguale al raggio 
moltiplicato per ti rapporto del coseno al seno . 

Si ottiene pure dagli stessi triangoli 
OQ : OB=MO : SO ; ovvero sena : r=r : coseca 

d'onde coseca — -— (5) 

sena v ' 

cioè la cosecante è uguale al quadrato del raggio diviso 
per ii seno . 

Dal triangolo rettangolo OTA abbiamo 
OT 5 — at 3 +Au s ; ovvero sec ! o — r a +tang s a (6) 
(*) NelC inalzare per es. il coseno alla seconda potenza si 
scrive cos ! a , e non cosa' , poiché non è I' arco ma il coseno di 
• questo arco che è inalzato ad una potenza . Similmente s' indi- 
cano le varie potenze di qualunque altra linea trigonometrica. 
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il quadrato delia secante uguaglia la somma dei qua- 
drati del raggio e delta tangente . 

Dal triangolo rettangolo OSE si ha 
OS , ==5B , -r-SB i , ovvero cosec E a=r 5 +cot s o (7) 
il quadrato della cosecante è uguale alla somma dei 
quadrati del raggio e della cotangente . 

28. Le formule (4) (5) e (7) sono implicitamente com- 
prese nelle- altre (2) (3) (6). Infatti, queste essendo vere 
per qualunque arco minore di 90" , dovranno ancora ve- 
rificarsi per un arco qualunque espresso da 90° — a. 
Potremo dunque in esse in luogo di a sostituire 90° — a. 
Per tale sostituzione abbiamo dalla formula (2) 

tang (90°-o>= ^"^f'" 1 ; ma tang (90»-a)= cota; 

sen (90"-a)= coso ; cos (90°-a)=scno 

dunque cola— r 

Colla sostituzione di 90°-o ad a nelle formule [3) e (G) 
si ottiene le formule (5) e (7) . 

29. Il valore angolare di un arco, essendo indipenden- 
te dal raggio, questo diviene arbitrario nel calcolo delle 
lince goniomclriche ; supponendolo per maggiore sempli- 
cità uguale all' unità lineare , il che accade il più delle 
volte , le formule trovate divengono : 

\— sen ! a+cos s o 
, , sena 1 

tanda= : seco= 

c cosa cosa 

cola= : coseca= — — 

scna sena 

860*0—1+ tang 5 a ; cosce* 0=1+001" a 

30. Tali equazioni dimostrate nella ipotesi di o<90° 
sono generali , cioè esprimono le relazioni fra le linee 
trigonometriche di un arco qualunque, prese coi proprii 
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segni . Se per esempio I' arco a invece di essere com- 
preso fra 0° e 90° come abbiamo supposto è compreso 
fra 90° e 480" i triangoli che hanno servito a determi- 
nare le suddette relazioni potranno ugualmente essere 
costrutti ; ed avranno pure luogo tro ie grandezze asso- 
lute delle lince trigonometriche le precedenti geometri- 
che relazioni . Resta a vedere se esse sussistono ancora 
quando si tiene conto dei segni di tali linee . 

Per stabilire 1' equazione (i) bisogna considerare il 
triangolo OM'P', ed abbiamo (fig. 6) per r=l 

Ora M'P' può tuttora esprimersi per sena , quanto a OP' 
e espresso da — coso , ma il quadrato di — cosa è il 
medesimo di cosa , 

però Mipi^scn'a , up^cos'a ; ed avremo 

sen^+cos'a— 1 
ancora quando 1' arco a>90° e <180° 

Per un arco compreso fra 90° e 180* il coseno e In 
tangente sono nel medesimo tempo negativi . Poiché cosa 
è negativo il quoziente è negativo . Le due espres- 
sioni tanga e rappresentano adunque due quantità 

negative. Ma in virtù della similitudine dei triangoli, esse 
sono ugnali in valore assoluto : dunque esse sono cosi 
ugnali algebricamente, cioè a dire nel valore e nel segno. 

Vedrcbbesi nello stesso modo che I' equazione (4) sus- 
siste ancora nell'ipotesi di a>90°e <180°. Quanto alla 
secante avendo il medesimo segno del coseno come rile- 
vasi dalla fig. 6. si arguisce senza difficolta che 1' equa- 
zione (3) sussiste entro i limiti precedentemente indicati. 

La cosecante resta positiva come il seno dentro i li- 
mili supposti da 0° a 180% conseguentemente l'equazio- 
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ne (5) ha luogo entro lo stesso limite . 

5-i. Se fossero date le. formule del n.° 29, e sì volessero 
dedurre quelle corrispondenti al raggio r , basterebbe 
introdurre questa quantità come fattore del secondo 
membro in modo da farlo risultare di una sola dimen- 
sione . Cosi per esempio la funzione frazionaria che 
rappresenta Io secante di un arco descritto col raggio 1 , 
dovrà divenire nella ipotesi del roggio ugnale a r. 

In generale rappresentando con x e y due linee trigo- 
nomelricbe , ed avendosi V equazione 

ix^Sx— t/+2 
doye trovasi un termine di tre dimcnsiom, due di una ec., 
nel supposto di r=\ ; il raggio r vi sarà conveniente- 
mente introdollo , scrivendo 
- . Àx z =Zr'x— r a y+2i- a 

Tale sarebbe slata di sua natura la equazione se r non 
si fosse considerato ugnale all' unità , poiché conservan- 
do la lettera r in tutte le operazioni di analisi trigono- 
metrica , ogni formula si troverebbe con tutti i termini 
di eguale dimensione od omogenei come rilevasi dalle for- 
mule fondamentali. 

Andamento e limiti delle linee goniometricke . 

52. Abbiasi una circonferenza (fig. 8) divisa in quat- 
tro quadranti dai diametri perpendicolari AA' e BB' , po- 
sto I' origine degli archi in A , dai punti M ed M' si ab- 
bassino le perpendicolari MP ed M'P' sul diametro AA', e 
si prolunghino in M" ed IVI"; condotte quindi le due linee 
MM', M" H", queste resulteranno parallele al diametro 
A A', poiché gli archi AM , AM', A'M" , ed AM'" sono tulli 
uguali . 
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Allorché 1' arco AM è nullo il punto M coincide con A 
ed il seno pure è nullo ; dunque . scnO^O. 

A! crescere dell' arco da 0° a 90° ancora ii seno cre- 
sce da 0 a r, e rappresentando il raggio con I' unità , 
quando AM=90 0 , il seno avrà il suo massimo valore , 
cioè scn 90°=4 . 

Da 90° a 180° il seno decresce da 1 a 0, al crescere 
dell' arco; e quando l'ureo eguaglia la semicirconferenza 
abbiamo sen 180 n =0 . 

Tutti gli angoli dei quali ci serviremo nella trigono- 
metria , e per conseguenza tutti gli ardii che loro ser- 
vono di misura non superano mai 480"; se 1' uso dei seni 
si limitasse a tal ramo di matematiche non si avreblie 
bisogno di considerare i seni degli archi maggiori della 
semicirconferenza ; ma nella soluzione dei quesiti di alla 
analisi s'impiegano archi non solamente maggiori di 180°, 
ma ancora che comprendono piò. circonferenze, però ac- 
cenneremo i valori che acquista il seno ec. negli altri 
quadranti . 

Osserviamo che per un arco ABA'M" più grande della 
semicirconferenza la perpendicolare abbassata da una 
dell'estremità M" sul diametro che passa per 1' altra e- 
stremità A è M"J*' situata rapporto a tal diametro in po- 
sizione opposta di tutti i seni degli archi compresi tra 0" 
e 180° ; così come sappiamo (9) per tener conto di que- 
sta situazione inversa , bisogna dare il segno — , ovvero 
considerare come negativi i seni degli archi da 480° a 
360° . Adunque al crescere dell' arco da 480° a 270" il 
seno decresce da 0 a — i; e per I' arco da 270° o 360° 
il seno cresce da — A a 0 . Se supponiamo che 1' arco 
cresca da Sto a Az , da 4tt a 6n ec. il seno riprende pe- 
riodicamente e nello stesso ordine i medesimi valori . 

33. Considerando come negativi gli archi che dall'ori- 
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gine A vanno verso B' , come dicemmo (40), i due ar- 
dii uguali e di segno contrario AM ed AM'" honno i seni 
uguali ed i segni contrarli cine MP ed — M"P ; potremo 
adunque generalmente stabilire sen( — :r)= — sena? . 

34. I coseni degli archi AM , AM , AM", AM"' (fig. 8) 
per la definizione (19) sono respettivarnente OP , OP' , 
OP' ,OP, e ritenuti come positivi i coseni OP saranno 
negativi (24) i coseni OP'. Con una analisi perfettamente 
identica a quella falla pel seno rileveremo pur facilmente 
che il coseno diminuisce da +4 a 0 quando l'arco cresce 
da 0" a 90° ; decresce do 0 a — \ quando 1' arco cresce 
da 90' a 480° ; cresce da —1 a 0 se l'arco varia da 180° 
a 270" , e finalmente cresce da 0 a+1 crescendo ì' orco 
da 270" a 560" . Adunque le variazioni del coseno sono 
tutte comprese da — ì a +i come pel seno . L' arto il 
cui coseno è maggiore del roggio oppure < — 1 è imma- 
ginario . 

35. Vedesi che PO (fig. 8) rappresela il coseno lantn 
dell' orco positivo AM quanto dell' orco negativo AM'" 
però ovremo generalmente 

cos( — x)=co$x 

36. Considerando i medesimi quattro archi positivi 
(fig. 8) AM , AM' , AM" , AM"' vengono rappresentale 
respettivarnente le loro 

tangenti da AT , AT' , AT , Al" 
cotangenti da SB , S'B , SB , S'B 
secanti da OT , OT' , OT , OT 
cosecanti da OS , OS' , OS , OS' 
Le tangenti e le cotangenti nel primo e nel terzo qua- 
drante sono positive ,e nel secondo e nel quarto quadrante 
sono negative (24). 

37. La tangente , variando l'arco 

da 0" a 90° , varia da 0 o -1- <» 

1 
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da 90° a 180" , varia da — <* a 0 
da 4S0" a 270°, varia da 0 a + oo 
da 270" a 3G0" , varia da — - os a 0 - 
La cotangente per 1' arco variubile 

da 0" a 90" , varia da + oo a 0 
da 90° a -180° , varia da 0 a — » 
da 480" a 270" , varia da H- oo a 0 
da 270° a 560" , varia da 0 a — oo 

58. Le secanti e le cosecanti sono posilive o negative 
(24) se il raggio che le forma col suo prolungamento e 
protratto dalla parte della circonferenza o da quella del 
centro ; quanto ai segni seguitano la stessa legge le pri- 
me dei coseni e le seconde dei seni . 

59. La secante poi per un arco 

da 0° a 90°, varia da + i a + «° 
da 90° a 480", varia da — oo a — \ 
da d80° a 270° , varia da — i a — oo 
da 270" a 560°, varia da + oo a + A 
La cosecante per un arco 
da 0° a 90", varia da + » a + -i 
da 90° a 180°, varia da + 1 a + oo 
da 180° a 270°, varia da — oo a — i 
da 270° a 560% varia da — -i a — oo 
40. Trovammo (53 , 35) sen (— ae):=— seme , 
cos( — x)— cosx , onde avremo (29) 




— cotx 



— (ang.r 



coseex 
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Dei varii archi 
che corrispondono ad una data linea goniometrica . 

ii. Ad una dola reità trigonometrica corrispondono 
molti archi , mentre ad un arco dato non corrisponde 
die un soio valore per ciascuna delle sue linee trigono- 
metriche . Proponiamoci di determinare lutti gli archi 
clic hanno per seno dato k , cioè tutti i valori che pos- 
sono competere ad x , posto 

Se il valore di k è positivo si prende sopra OB (fig. 8) 
una lunghezza OQ=fc ; se invece fosse negativo tale lun- 
ghezza si prende sopra OB' , cioè OQ'= — k; e dai punti 
Q e Q' si tirano le parallele HM r ed M"ST" al diametro 
ÀA' . È chiaro che tutti gli archi , i quali hanno la loro 
origine in A ed il loro termine in M,M',M",M'" sono al- 
trettanti valori di x . Tali archi si succedono con tale 
ordine che riesce Tacile esprimerli algebricamente ; in- 
fatti ritenuto ii raggio uguale all'unita , 2n rappresenta 
la circonferenza , e posto AM— £ si ha 

ABM'=jt— s ; ABA'M"=3r+s ; ÀBA'BTB'"=2fr — e 

I valori di tali archi si possono considerare come i ter- 
mini iniziali delle seguenti quattro serie dì archi, le quali 
comprendono tutti quelli di cui dobbiamo parlare : 
s , 2tt+s , irt+s , ee. (-1) 
ir — e , 3tz — e , 5n — i , ce. (2) 
7T+£ , Zk+s , 5^+£ , ec. (3) 
2tt— £ , 4jt— s , 6fr— = , ec. (4) 

Nel caso in cui il dato seno k sia positivo gli archi (3) 
e (4) come quelli che terminano in M" ed M 1 ", non pos- 
sono esprimere valori di x capaci di soddisfare alla con- 
dizione sena:— k , se non gli venga variato il segno ; 
infatti occorre cambiare il segno all' arco allorché il suo 

Frabcolibi — Trigonometria 
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seno si vuole die prenda segno contrario (53). Viceversa 
se k sarà negativo converrà cambiare il segno agli archi 
(i) e (2) ; pero gli archi 

é , 2;:-!-; , 4ji+e , ce. 

n — ; , on — £ , 8n— £ , ec. 

— n — e , — ore — i , — Srr— £ , ec. 
— 2ft+e , — &r.+£ , — 6n+£ , ec. 
saranno tutti i valori di x che soddisfanno alla condizio- 
ne /t=senx ; e gli archi 

— s , — 2r. — £ — in—i , ec. 
— n+£ , — Ór.+s — o?r-H . ec. 
Jt+6 , 5re+£ 5re+£ , ec. 

27T — £ , in — £ 6- — £ , ec. 

saranno tulli i valori di x, , che soddisfanno all' altra 
condizione scnx,=— k . Indicando con n un intero 
qualunque positivo , o negativo , potremo comprendere 
lutti i valori di x in queste espressioni 

(5) iB=2n7r+£ x— 2jot— = (7) 

(6) s=<2n-H>;— £ ar,=<2«-l-^+£ (8) 
onde potremo stabilire le seguenti formule 

sen (2nn+£>= sen [(2n+-l>— s]= sen.= 
sen (2nn — £)= sen [(2n-H);r+£]= — sen£ 

Adunque, tulli gli archi che hanno l'estremo in SI 
sono compresi nella formula (5) ; e tutti gli archi che 
hanno !' estremo in M' sono rappresentati dalla formula 
(6). Parimente le formule (7)6(8) comprendono tolti gli 
archi respeltivi che hanno 1' estremo in M"' ed M" . 

42. Ragionando allo stesso modo sarò facile trovare 
gli archi corrispondenti ad un coseno dato compresi nelle 
formule 

a=2im±£ ; z,— (2n+l)^±£ ■ 
Così , per la tangente e cotangente 

X=rm-\ = ; «,=1171 — £ 
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per In secante x— 2nn±:s , x=(%n-\ i)niti 
per la cosecante 3E=Snn-M , =(2n-M)jr — e 

x=2njr— e , =(2ii+J)p+f , 
ritenuto sempre e<90° ed « per un intero positivo o 
negativo , o per zero . 

Riduzione degli archi al primo quadrante . 

43. Dato un arco qualunque x , si può sempre trovare 
un arco compreso fra 0° e 90°, latto astrazione dal segno, 
le cui linee trigonometriche abbiano gli slessi valori di 
quelle dell' arco x dnlo. Tale operazione dicesi riduzione 
ni primo quadrante . 

Considerando soltanto i valori assoluti delle linee go- 
niometrie he di un arco, ognuna di esse prende lutti i suoi 
valori quando l'arco varia da 0* a 90°, o da 90 1 a 180"... 

Per eseguire la riduzione richiesta supponiamo pri- 
mieramente clie 1' arco x sia positivo : togliendo dal me- 
desimo il più gran multiplo della semicirconferenza che 
esso contiene, si avrà un resto minore di 180°, le cui li- 
nee trigonometriche avranno gli stessi valori di quelle 
dell' arco x . Se tal resto è minore di 90° esso è V- arco 
che risolve il problema; se è maggiore di 90°, il suo sup- 
plemento è T arco richiesto . 

Quando 1' arco x fosse negativo, cambiatoli il segno si 
opera come superiormente . 

Formule correlative . 

44. Con le prime cinque formule del n.°29 racchiudenti 
le sei lìnee trigonometriche , conoscendo una di esse po- 
tremo con facilità determinare il valore delle altre cin- 
tine; d'onde ne risulterà la seguente tavola la cui costru- 
zione potrà utilmente servire ad abituarsi alle trasforma- 
zioni trigonometriche . 
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45. Due quantità si dicono reciproche allorché il loro 
prodotto è uguale all' unità ; rilevasi adunque superior- 
mente che il seno e la cosecante , il coseno e la secante, 
la tangente e la cotangente dello stesso orco hanno valori 

Cambiando il seno, la tangente, la secante respcltiva- 
mente col coseno, colla cotangente, colla cosecante e vi- 
ceversa nelle trenta formule della precedente tavola, ve- 
dremo che le medesime a due a due sono I' csjinssinìi' 
di una stessa cosa ; e ciò deve necessariamente avvenire 
perchè equivale a scambiare 1' orco nel suo complemento. 

46. Quando fosse doto per esempio il seno, i doppi valori 
del coseno , della tangente e della secante ec. provengono 
perchè tutti gli archi corrispondenti ad un seno dato van- 
no a terminare in due punti M ed IH' (fig. 8) oppure M" , 
M" 1 situati sopra ad una parallela a! diametro A.V che 
passa per 1' origine , e queste due serie di archi hanno i 
coseni, le tangenti ec. uguali e di segni contrarli . 

Valori dille lime trigonometriche degli archi di 30", 60° , 15" . 

47. I! seno MP (fig. 9) di un arco minore della semicir- 
conferenza è la meta della corda MM' che sottende l'arco 
doppio (-15). Sia l' arco AM=30*, il suo doppio SIAM' è la 
sesta parte della circonferenza , ed il lato dell' esagono 
regolare iscritto MM' uguagliando il raggio del circolo ,' 
che riterremo per l'unità , ci somministra 
MM'=2MP=2 sen 30°— l ; d' onde sen 30'= J 

e cos30°= Vi— sen" 30"=^- ; conseguentemente 



48. Sappiamo, che seit (90° — a)=cosa;j e 
cos(90°— xì=sena; ec. Fatto x=Z0°, si trova (fig, !0) 
sen60°— cosSO"— ~ ; cos60°— senSO—-^ 

tang60°=cot30°=^3 ; col60°^tang30°^^ 

see60 0 =cosec30°^2 ; cosec60 e =se(-50 l, =^ 

49. Il seno di 45° è la metà del lato de! quadrato iscritto 
nel circolo: dunque {jìg. iì) 

MPM'=2MP=2sen45< 1 ; sen-4B°+cos s 45 0 =l 

9 

per essere il seno e coseno di 43" cateti di un triangolo 
rettangolo isoscele avente per ipotenusa il raggio. 

Avremo ancora 
tang-io"— !=cot45* ; sec'45°=lA2— cosec4o°. 

Seno e coseno della somma e della differenza di due archi . 

50. Problema I. Dato il seno ed il coseno <U due ar- 
dii , trovare il seno della loro somma . 

Sia AR un arco indefinito (jìg. 12) di centro 0 , e di 
raggio A0=1 ; si prenda sopra di esso AM=o ed 
MN=ft, sarà l'arco AN— a+b . Condotto il raggio MO, 
dai punti M ed R si abbassino le perpendicolari MB ed 
NP sopra AO, ed NR sopra MO; finalmente da! punto R 
si tirino le perpendicolari KG e RI respettivamentc ad 
AO ed RP ; avremo 

MB=sena , HO=cosa , KR=sen6 , RO— coso 
RP= S cn(a+o)=M+IP=M+KG (1) 
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1 triangoli simili NIK , MHO donno 
NI : HK— OH : OH , ovvero NI : senò=cosa ; \ 
d' onde NL=senocosa (2) 

Dai triangoli simili KGO , OMH . ricavasi 
KG : RO— MH : MO , ossia KG : cos6=sena : i 
d' onde KG— senacoso (3) 

posto nella (-1) i valori (2) e (3) trovasi finalmente 

sen (o+b)=seDa cosfi+senft cosa («) 

51. Problema li. Conoscendo il seno ed il cosmo dei 
due archi a e b , trovare ìl coseno della somma di tali 
archi. 

Abbiamoflig. *8>os(o+6)=OP=OG— PG=0G— IK(4) 

1 triangoli simili OGK , OHM danno 
OG ; OK=OH : OM , ossia OG : costi=cosa : A 
d' onde OG=cosa coso (5) 

Dalla similitudine dei triangoli IKK , OHM rilevasi 
IR : HK=MH : OM ovvero 1K : seno=scna : i 
d' onde IK=sena seno (6) 

Sostituendo nella (4) i valori (o) e (6) abbiamo 
cos(a+6)=coso coso— sena seno (/S) 

62. Problema HI. Dato il seno ed il coseno dì due 
archi, trovare il seno della loro differenza . 

Stili' arco {pg. 13) ALH indefinito descritto coi raggio 
AO=i , si a AM— a , ML=6 , u>b 
sarà ore. AL=AM— LM=a— 6 . 

Unito il punto M col centro 0 si conduca dal punto L 
In perpendicolare LK sopra MO , e dai punti K , M , L 
si abbassino le perpendicolari KG , Mll , LQ sul raggio 
AO ; si prolunghi la LQ in V punto d' incontro dello 
KV porollela ad AO ; sarà 

LK— sen* , OK=cos6 , MII=sena , OII=cosa 
sen(a— 6>=LQ=VQ— VL=KG— VL . 

La similitudine dei triangoli KGO , MHO dà 
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KG : OK=MH : OH , ovvero KG : cos6=seno : 1 
d' onde KG -sciur coso. 

Dai due triangoli simili VLK , MOH abbiamo 
VL : KL=OH : OH ossia YL : sen&=cosa : i 
d' onde YL=senfi cosa 

fatte le opportune sostituzioni troveremo 

sen (a— fi)— seno coso — senò cosa 

53. Problema IV. Conoscendo il seno e concito di due 
archi, trovare il coseno della differenza degli archi 
medesimi, (fig. 13) 

Ritentila la stessa costruzione delia figura ilei proble- 
ma precedente , sarà 

cosfo— 6)=OQ=OG -hGQ=OG+KV 
Dai triangoli simili OGK , OHM abbiamo 
OG : OK=OH : OM ossia OG : cosfi=coso : \ 
d' onde OG— cosa cosò . 

Dai triangoli simili OMH , KVL si ha 
VK : LK=MH : MO ovvero VK : senseria : i 
e YK=sena seno , 

e finalmente cos(a — 6)=cosa cosfi-t-seno senfi (') 

54. Le quattro formule trovate sono della massima 
importanza in tutta la trigonometria, e possono scri- 
versi insieme a due a due , 

sen(a±fi) = sena cosfi±senb cosa 
cos(a±fi) = cosa cosorpsena senfi 
Tali formule quantunque dimostrate nel supposto clic 
ciascuno degli archi , non che la loro somma fosse mi- 
nore di 90° , sono valide ancora per qualunque valore e 
segno abbiano gli archi dati . 

(*) Questa formula e quella di un [a—b] potevano dedursi 
dalle (*] (?) camiiando b in — b e facendo le opportune ridu- 
zioni . 
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Linee goniomelrieke degli archi di 90°dr^, i80"àzx , ee. 

55. Se facciamo nelle formule del n.° 34, b—x e suc- 
cessivamente 



a=90 0 ,^180°,=270 0 J =ó60 l >,=2 560",=S.Ó60\=ec. 
nel supposto di a;<90 o e di r=zi , avremo 

/ 90°±a=+cos37 



i valori corrispondenti alle olire linee trigonometriche. 

5C. Le linee trigonometriche non mutano valore quan- 
do ad un orco si aggiunge un multiplo dell' intera cir- 
conferenza . Quindi tutte le fasi di grandezza che una li- 
nea goni om etnica subisce quando !' arco procede da 0" 
n 2r. saranno identicamente riprodotte in un secondo gi- 
ro , in un terzo er. ; ed è perciò che le funzioni circolari 
vanno annoverate tra le periodiche . Da ciò deriva , co- 
me vedemmo (1) (5) , che se dato il valore di una 
linea trigonometrica , ci facciamo a determinare 1" arco 
corrispondente , troviamo una infinità di archi ordinati 
in progressione aritmetica, la cui ragione è l' intera cir- 
conferenza, ed abbiamo 

ere senk=n=:27r+E=47r+e=ec. s=3mt+l 
are senfc sta invece della frase arco fi cui seno È k . 
57. Nello specchio seguente dei valori correlativi delle 
linee trigonometriche il raggio è uguole-a \ , n è un nu- 





90°±a^=+sena: 
180»±a^— cosa; 
270°±a=tsenx 




Potrebbero uguali 



dalle formule trovate 
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mero qualunque intero , 2"^ esprime un numero qua- 
lunque ili circonferenze , e(2n+ì)n, ovvero 2im+n un 
numero intero di circonferenze più una mezza circonfe- 
renza . 

















0» 


0 


1 


0 




1 




:r<00° 






tangx 




stcx 


coseex 


-X 


-tenx 


co»* 


-tangx 


-Cotx 




■ coseex 


90°- x 












secx 


90° 


1 


0 




0 






90*+* 












secx 


180"-* 






tangx 




-secx 


coseex 


180° 


0 


-I X 










1 S0°-|-:r. 


-itnx 




lanyx 






-coseex 


STO*.* 




ttnx 






-cose ex 


-secx 


270° 


-i 






0 ? 




-1 


270°+* 




ttnx 


-cotx 


-tangx 


costex 




360°-* 


stnx 








stcx 




360», a 2» 




1 










2ir-Hr 






tangx 










-tenx 


COIX 








-co.iecx 


Zn-+x 




cotx 


In ìiij.t 








[ìn+i]n-x 


sente 


-cosx 






-iccx 


coseex 


[2iH-Ì)»+* 


-uttx 




tangx 


cotx 


-secx 


-coseex 



"»8. Rilevasi clic delle sei linee trigonometriche , il 
seno ed il coseno possono passare per (ulti gli sta Li di 
grandezza da 0 Gno a +1 , c da 0 fino a — 1 ; !a tan- 
gente e la cotangente sono capaci dì ricevere tulli i va- 
lori immaginabili da 0 fino all' infinito positivo , e da 0 
lino all' infinito negativo, proprietà assai importante che 
riceve numerose applicazioni ; finalmente la secante e la 
cosecante possono divenire quanto grandi si vuole ; ma 
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hanno per limite del loro decrescere + \ e — 4 ; cioè 
crescono positivamente da + -t fino all' infinito positivo , 
e negativamente da — 1 fino all' infinito negativo ; ma 
non possono avere vulori compresi fra -|- i e — 4 . 

Formule del seno e del coseno di un arco doppio o multiplo, 
in funsione del seno e del coseno itlF arco semplice . 

59. Se nelle formule dei n .'' 50, M si fa fc=a si ottiene 
sen2a=2senacosa (i) cos2o=cos'a — sen ! a (2) 
cioè il seno ed il coseno del doppio di un arco in fun- 
sione del seno e coseno di questo arco . 

Fatto dipoi 6=2o , abbiamo dalle citate formule 
senoa — sena cos2o + sen2o cosa 
cosSa = cosa cos2a — sena sun2a 
Sostituendo a sen2a e cos2a i loro valori (1) (2) si trova 
senSa = 3sena cos'a — sen 5 a (3) 
cos3a — cos 3 o — Scosa scn'o (4) 
le quali ci somministrano il seno ed il coseno del triplo 
di un arco in funsione del seno e del coseno dell' arco 
semplice . 

Se Ìi=3a si otterrebbe in s'imil modo 

sen4a " sena cos3a + scn3a cosa 
-cos4a = coso cos3a — sena sen3a 
sostituendo a sen3a e cos3a i loro valori (3) (4) e ri- 
ducendo si trova 

sen4« — 4sena cos^o — 4cosa sen'a 
cos4a — cos'a— 6cos 5 a sen'a+sen'a 
dalle quali si hanno il seno ed il coseno del quadruplo dì 
un arco in funsione del suo seno e del suo coseno . 
Per il seno e coseno di 5a si avrebbe 

sen5a=5sena cos'a — lOcos'a sen : a-|-sen l a 
ccs5.i=cos s a — lOcos'a sen'a-ì-Seosa scn'a 
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d' onde si scorge che si potrebbe così ottenere successi- 
vamente il seno ed il coseno di un multiplo qualunque di 
un arco per mezzo del seno e coseno dell' arco semplice. 

Formule del seno e del coseno della metà di unarco in funzione 
del seno e coseno dell' arco intero . 

60. Problema I. Essendo dato cosò , trovare 
b b 
sen 2 e cos 2 . 

Si ha 

■1— cos'a-l-sen'a , cos2a^=eos ! a — sen'a 
sommando I' una equazione coli' altra si trova 

4-j-cos2a— 2cos'a , i+C 2 ° s2a — cos'n 
e coseni l/ H-co*^ 

Questa formula essendo vera qualunque sia a , potremo 
fare a= -| , così 2a=6 , ed avremo 

Sottraendo la seconda dalla prima formula avremo 

-t — eos2a=2sen'o 
d' onde sena=± ~|/ 1 T~^* s rf ; e per a= -| 

scn | =± ^/ l-cosft (2) 

Le formule (1) (2) determinano il seno ed il coseno 
della metà di un arco in funzione del coseno dell' arco 
intero . 

Riguardo a! segno ± di tali formule è da avvertir- 
si che considerando un arco 6 non maggiore di 560" , 



Digitized by Google 



FORMULE FONDAMENTALI 57 

~ sarà minore di 480*, e perciò sen-| sarà costante- 
mente positivo ; onde adotteremo sempre il segno -|- nella 
seconda formula , ed il segno + o — nella prima rela- 
tiva ni coseno , secondo che -£croinoreoniaggiorcdi90\ 

Similmente si otterrebbero le formule del seno e del 
coseno del quarto , aliavo te. di un arco in funzione re- 
spettivamente del coseno della metà , del quarto ec. Ed 
in generale di una frazione dell' arco b piccola quanto 
vogliamo purché essa abbia per denominatore una po- 
tenza di 2. 

61. Problema II. Trovare sen^ , e cos-^ , es- 
sendo dato seno . 

Abbiamo sen2o=2senacosa , 4=sen'a-Hcos : a 

fatto o= g.senfc— 2sen g.cos-^ , 4=sen s ^ H-cos 1 ^ . 
sommando e sottraendo queste ultime equazioni trovasi 
^ sen | + cos|^ =l+sen6 

^ sen -| — cos|-^=l — seno 

estraendo la radice quadrata dai due membri di queste 
equazioni risulta 



sen g — cos^- ss ± V\ — seno , 

sommandole e diviso per due avremo 

b ±r 1+senft ± V 1— seno 
se» 5= s , c 

sottraendo la seconda delle stesse equazioni dalla prima , 
FaAKCOU.il — Trigonometria 
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si ha Pn , *_ ±^ì+ip»t qz Vl-^ab 

2~ 2 

62. Poiché ai radicali compete il segno doppio ciascuna 
delle due trovate espressioni offre quattro valori . 

Seno della terza parti di un orco in funzione 
del imo deir arco intero . 

63. Nella formula (3) del n." 59 
pongasi 4 — sen'a invece di cos'a , 
troveremo scn5«=3sena — 4sen*a , 

d' onde sen*o— |- seno+ j-sen3a=0 

sostituendo 6 a 3« e ! ~ ad a , 

abbiamo sen 3 — 4 sen 3 + j- sen 6=0 , 

e posto sen g- =x , e senfe=c 

ne risulta x a — ~x + ^=0 (/5) 

Adunque per la determinazione di tale linea trigono- 
metrica e quindi dell' arco corrispondente abbiamo la 
equazione (/3) del terzo grado, lo quale non potendosi ri- 
solvere, come dimostra la geometria analìtica , per in- 
tersezione di linee rette ed archi circolari , dichiara la 
impossihilìta della trisezione dell' angolo per mezzo della 
riga e del compasso . I geometri sì antichi che moderni 
per Io trisezione degli angoli c degli archi circolari han- 
no inventato molle curve : merita tra queste particolare 
menzione la tritecatrice di cui ha trattato Garnitr . An- 
coro il compasso trisecontc del FmxnUri è un ingegnoso 
istrumenlo . 
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Uscendo dai limiti di un trattato elementare, potreb- 
hesi conoscere ciò che rappresentano le Ire radici del- 
l' equazione ijS) due delle quali sono positive e una nega- 
tiva . 



Formuli; relativi alle tangenti . 

64. Dividendo 1* una per I' altra ie formule del n.° 54 

si ha 

. ion(«±6] Beva cosfi±sen& cosa 

i due termini di (ale Trazione divisi per cosa cosò e po- 
stoci tango in luogo di e tango invece di , 

sHro,. <«*±*%^£, C>) 
la quale esprime la tangenti della somma o della diffe- 
renza di due archi in funzione della tangente di questi 
stessi archi . 

63. Ritenuto i segni superiori e fatto a=a+b e 
b-^c , la formula precedente ci dà 

c colle opportune sostituzioni e riduzioni risulta 

l,n i j(.+ i ,+.)=! " l " + ''°' i r t ','"' g ",'"' s '' ,' , °', > 

cv ' i-tauga la ligi- [a riga Ui>gc-lang6 Iflnge 

d'onde rilevasi per a-\-b-\-c~ MSC, indicando con k un 

numero intero e positivo , che 

tnngo+langfc+tangc— tango tango tangc . 

Questa formula insegna, essere infinite le soluzioni del 
seguente problema : trovare tre quantità la cui somma 
uguagli il loro prodotto. 

In generale avremo : 
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i.n g (o+s+ c + +,.;= 1 < '~^+|-~;;;;; 

indicando con 2, la sommo delle tangenti degli archi a , 
b .... e con 2, , 1, , l t , ec le somme dei pro- 
dotti delle tangenti stesse prese a due a due, a tre a tre 
ec. ... Tal formula ci dà adunque la tangente della som- 
ma di un numero qualunque di archi . 

66. Se facciamo a=b dalla formula (7) , ritenuto il 

segno superiore , si ha tanggtrz ^^"^",^ 

Cioè il valore della tangente del doppio di un orco , 
in funzione della tangente dell' arco semplice . 

67. Abbiamo dalle formule del n." 60 dividendo la (2) 
, c quindi 



6 i A\~ coróll— cofb) 1— -cosi 

* 2 — V [I+costXl— cos*) ~~ senò 
formule che danno il valore della tangente della meta 
di un arco, in funzione del seno e del coseno dell' arca 
intero . 

68. Per avere la tangente dell' arco triplo si fa i>=2n 
nella formula (7) (64) ritenuto il segno superiore 

c 1— tango bugila ' 

e sostituendo a tangSia il suo valore (66) , si trova 
tan g 3a = 

La formula per la trisezione degli ardii si otterrebbe 
facendo 3o=ii. 

69. Osservando che tang« = ^| ; e tango = 
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sommando e sottraendo si ha 

, , , seno cos6±scn6cosa sen[o±e} 

tango zbtangÒ^s 1 ==— r 

- cosa coso cosa coso 

70. Problema. Conoscendo tango trovare tang ■= , 

Hello formula del n."° 66 , sia 2o=6 , ne risulterà 

fang&= — r . oppure = fi 

posto a^tang^ , e tango—,? ; quindi 

». + 2 f_ 1=0 , ed x , = rlÈàp±Ì; m 

dalla quale si ottengono due valori per la tangente della 
metà di un arco espressa in funzione della tangente 
dell' arco intero . Riguardo al valore da adottarsi con- 
verrà osservare alla grandezza dell' angolo , cioè : 

i." Se è 6<90° , tango e tang ^ sono positive e do- 
vremo ritenere nel radicale della formula (-1) il segno su- 
periore . 2.° Se 6>90° e ^ risulta minore di 
90° , per cui tango 6 negativa e tang positiva; e per- 
chè il risultato possa soddisfare a questa ultima condi- 
zione dovremo ritenere nel radicale il segno inferiore cioè 
negativo nello stessa formula (i) , la quale per essere 
tango negativa si muterebbe in un risultato positivo . 
5." Quando fosse 6>-i80° e <270° , -| risulta maggio- 
re di 90 1 e minore di iSO"; ed in tal caso tangò sarebbe 
positiva e tang^ negativa ; però dovrebbe prescegliersi 
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il segno negativo del radicale . 4.° Se avessimo fc>270' 
i- <560° , la formula da scegliersi sarebbe , restituiti i 
valori ad x e 

inni - — — X + V 
,Bn6 2 — laligÉ 

71. Dalla formula (y) del n. w 64 , si deduce 

col ro±6")= - = i T la "g° 

v ' l.i[)g(o±6] Isogodrlaiigù 

Ponendo nell' ultimo membro invece della tangente l'unità 

diviso per la cotangente (44) e ridurcndo si ottiene 

cal(a±b)= J l>>a '? ikpl 
^ ' colticela 

cioè la cotangente della somma e della differenza di due 

tirchi in funzione delle cotangenti degli archi stessi. 

Partendo poi da colo= , colo= — r 

e sena seiife 

sì trova cota±cot6 = — . 

sena seno 

Formule importanti che si deducono dalle precedenti . 

72. Le formule sen(a+o)=sena cosfc+sen& cosa 

senfa — 6)=rsena cash— senb cosa 
cos(a+6)=cosa costi— seno seni 
cos(a — oleosa eos6+sena senfc 
danno luogo ancora od altri risultali clie riescono som- 
mamente utili nelle varie applicazioni della trigonometria. 
Combinale le prime due formule successivamente per 
via di addizione e sottrazione , offrono : 

sen(a+f>)4-sen(a — ò)=2seno cosi (ce) 
se n (a -hi*}— sen(a— &)~2seni> cosa 
Egualmente dalle due ultime , abbiamo : 

cos(o— I»)+cos(a+6>=2coMi cosi (fi) 
cos(a— 6)— cos(n+ò)-r2sena senfc 
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le quali servono a trasformare un prodotto di più seni 
e coseni in seni e coseni lineari . 

Siano pei/ due ardii qualunque , e f»q , ed abbiasi 
a+tx=p , a— 6— </ sommando e sottraendo si trova 

2a=p+, a=£±? 
d' onde 

2t>=p- 7 b ^ t ^ 

Sostituendo questi valori nell'espressioni sopra trovale, 
si ha 



scn/> — seno=2sen ^-^cos (2). Dunque 

\.° La somma dei seni di due archi è uguale a due 
volte il prodotto del seno della sentfsommo degli archi 
stessi pei coseno della loro semidifferenza . 

2." La differenza dei seni di due archi uguaglia due 
volte il prodotto del seno della semidifferensa di tali 



•chi per il coseno della Ioì 
Abbiamo 



73. Dividendo la formula (I) per la (2) del n.'° 72 , e 
l'alte le opportune riduzioni e sostituzioni dopo avere di- 



viso il secondo membro per 



1S ^£ p„,E=2 . 
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cioè , la somma dei seni di due archi sia alta toro dif- 
ferenza come la tangente della semisomma degli archi 
stessi sta alla tangente della loro semidifferensa . 

Di tale formula si fa mollo uso . 

74. Dividendo 1" una per 1' altro le formule (1) e (3) 
(72) si ha 

„£±£.™£=2 

;tan g ^ 

Dunque, la somma dei seni di due archi sia alta somma 
dei coseni degli stessi archi, come la tangente della se- 
misomma sta al raggio ovvero all' unità . 
Dividendo pure la formula (4) per la (4) abbiamo 
cos P Z q 

senp+song 2_ , j^? . 

cosq — eosp ^ p—q 2 ' 

così la (2) per la (3) dà 

wn p-wpy _ Sen£ ? u p^q 

cosp-|-coso « — g 8 2 
cos 

Dalla divisione della (2) per la (4) si ottiene 
cos 2±2 

senp— song _ 2 _ £+? 

cosj-cosp ^p+q 2 

e finalmente divìdendo la (3) per la (4) si ha 



cosp+cosg 



. ?±3 rno ti 



col s 



Le ultime quattro formule sono anch'esse la espressione 
di altrettanti teoremi . 
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CAPO SECONfM» 
Varoie trigonometriche 



Principi! per la costruzione delle tavole . 

75. La importanza di prontamente conoscere le linee 
goniometri che di un arco dato, oppure 1' arco corrispon- 
dente a linee trigonometriche date , spinse ì matematici 
a calcolare gli elementi trigonometrici di tutti gli ardii 
di minuto in minuto ec. I risultati di tali calcoli si ridus- 
sero in tavole talmente distribuite da renderne facile il 
loro uso: In costruzione di esse è fondata sopra i segueti 
principii. 

76. I. Nel primo quadrante un arco È sempre mag- 
giore del respcttivo seno e minore della tangente (fig. \ 4). 
Sia un arco AM=a minore di S0°; MP ne sarà il seno 
ed AT la tangente , ed avremo 

MP=sena , AT^tango 
Condotta la corda AH sappiamo ehe«|uesta è minore del- 
l' arco a ; e che AM>MP ed a più forte ragione sarà 
o>sena 

IV area del settore circolare AOM è uguale al prodotto 
dell' arco AM per la metà del raggio AO , ovvero 
Seti. AOM=o . ~ , ed ATO=AT è l'area del trian- 
golo- 11 settore è evidentemente più piccolo del triangolo, 
si avrà dunque 

a . 4^ <tanga . ~ à' onde n<langa , 
cioè 1' arco è minore della sua tangente goniometrica, e 
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consegne nte mente sena<a<tanga 

Dalla figura rilevasi che diminuendo !' arco, la tangente 
ed il seno rispettivi si approssimano [' una all' altro c 
che I' arco ne è il limite essendo compreso fra tali linee. 

77. II. L'unità è valore limitedel rapporto dell'arco 
al seno , quando l' arco diminuisce infinitamente nel 
primo quadrante . 

Sia a un orco compresi! fa 0" e 90°: abbiamo 
seno<a<t«ngo ; dividendo per seno 

. . tango laiiga 1 

^~ gena seno ' sroti cusu 

11 vnl<:re di questa espressione, che è grandiss-mo per 
{ili archi pressimi a 90 1 , va poi diminuendi), senza ces- 
sare giammai di essere >1 , come f arco si a\ vicina 
a:la sua origine 0" ; nella quale ipotesi sì ha 



tangO* 1 

stuO" cosO° 



Se dunque I' uniti è limite del rapporto della tangente 
al seno, viemaggiormente lo sarà dell' arco al seno, poi- 
ché l'arco è minore della tangente e maggiore del seno. 
Onde 



■(£).-< 



Questa conclusione giustifica la sostituzione dell' arco 
di -tO'' al seno di 10" . 

78. III. La differenza tra un arco minore di 90' , 
ed il suo seno È minore della quarta parte del cubo del- 
l'arco stesso . 

a a a 600 2 
Abbiamo (76) ^ <tang2 , ovvero g< 
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Moltiplicando i due membri di questa disuguaglia ma per 
2cos* j , risulterà : 



<sena 



ncos ! |<2sen | cos| , d' onde e^l-aen'|^ 

ed o-sena<nsen' ~ , ma sen 1 ^<"^ 

tanto più sarà sostituendo 



79. IV. Il coseno di uh arco è maggiore dell' unità 
diminuita della metà del quadrata dello stesto arco , e 
minore di tale quantità aumentata delta sedicesima 
parte della quarta potenza dell' arco . 

Sarà adunque : 4 — ^-+|^>coso>l — ^ 
Pel principio I sen 5 1 < 5" . e dal Ili 

--sen |<({|)' ; d'onde »™J>|-g. 
Ha cosa^cos'^ — sen'g , cosaci — 2sen'~ ; (I) 
sostituendo a sen ^ , ^ cne è P' u é ran de , avremo 
coso>-l — 2 ^ |^ , e finalmente cosa>4 — *~ . 
Dalla (4) a sen ~ sostituendo il valore minore ~ — ^ 
otterremo cosa<4 — 2 ^ — 

o co$a<\— — 2 • ed a maggiore ragione 

^. a' a 1 

cow<4— f + ^ 
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L'errore adunque che si commette a porre COSO— 1 — ^- 

sarà minore della sedicesima parte delia quarta potenza 
dell' arco . 



80. Ritenuto il raggio uguale ali' unità abbiamo (5) 
2* ,1,141392653589793.... ., . 

arC 40 = Ì2960Ò = 64800 d 0nde 

are 10 =0,00004848 1368 HO fa) 

aumentando di una unità la quinta cifra decimale avremo 
ore 10"<0,00003 , però 

<^^ 5 <0,OC)0000000000032 

Poiché (78) a — sena< ^- ; seno>o— j ; 

posto a=10" , sarà sen W>10— £££ 

e sostituendo i valori sopra trovati , avremo 
senl0'>O,000048481368Ìi0....-O,0OOO()O00OC)OO032... 

• d' onde senlO"> 0,0000 48 48 1368078 

ma abbiamo ancora se n!0"< 0,000048481 368110 , 

però il domandato valore di senlO" è compreso fra tali 
numeri che non differiscono fino alla 13.°" cifra decimale; 
dunque potremo porre 

senlO =0,000048481 3681 
così l'errore sarà minore di una unita decimale del 13 1 " 0 
ordine . 

Quanto al coslO", pel IV principio posto 
V errore sarà minore di 
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cola di una unità decimale dei iò a " ordine ; ed otterre- 
mo con tredici decimali esatte 

cosi0"=0,9999999988248 

Formatione delie tavole dei seni e coseni . 

84. Dalle formule (a) (jS) del u." 72 si deduce 
sen (a+6)=2sena coso — sen(a — 6) 
eos (a+6)=2cosn coso— cos(a — b) , 
posto o=m& , rappresentando con m un numero intero 
qualunque e sostituendo , abbiamo 

sen(m+4)ò— 2senm6 cosò — sen(ni' — i)b 
cos(m-i-4)6=2cosin6 coso — cos(m — 4)6 . 
Si rileva facilmente die (m — 4)6 , mb , {m+4)6 , sono 
archi i quali vanno crescendo della quantità 6 . 

82. Se facciamo successivamente m=:0, = 4 , = 2, 
=3,= ec. . . . si hanno le due serie di valori seguenti : 
senft=son& cash — : cosà 

sen2fc=2cos6senS cos26=2cos*ft— t 

sCD3A=3cu56sen2& -sen b cos3&=2cosocos26— cosò 




Se 6 è l' arco con cui si deve cominciare la tavola dei seni, 
e la quantità della quale questi si accrescono successiva- 
mente, col soccorso di tali formule, tutto il seguito dei seni 
e coseni potrà calcolarsi senza difficoltà. La regola del cal- 
colo è semplice scorgendosi che ilsenoocosenodiunodegli 
archi 6 , 26 , 36 ec. . . . si ottiene sommando ì due seni 
o i due coseni che fo precedono, dopo averli respettiva- 
menle moltiplicati per Scorò e per —4 , come si rileva 
dalle precedenti formule . Posto 6=10", si trova 

sen20'=2coslO"sen40" 

sen30'=2cos4 0"sen20"— sen40" 
Francolini — Trigonometria ' 
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acn4-0"— Sem 10"sen50'—seii20" 
seiiLO"=2toslO"sen40"— sencO" 

e sostituendo a scnlO", ed a coHO", 1 valori respeltivi 
lrovali(80V'ioè 0,000)484813681, e 0,99999999882-48, 

avremo i valori di sen di 20", 50", 40", ec fino a 45° . 

Procede remo nello stesso mudo per avere i valori del 
cuscno di SO 1 ', ZO", 40", ec fino a -15°. 

83. Sarà focile completare le tavole per le altre lineo 
goniometrirhe rammentandosi die la tangente vale il 
rapporto de! seoo al coseno e the la cotangente , la se- 
cante e la ; cosecante sono respeltivamenle reciproche 
della (angenle , del coseno e del srno (45) . 

84. È sufficiente di avere i valori numerici delle linee 
goniometriche da 0° a 45° per dedurne quelli delle slesse 
linee per un arco qualunque . Infatti se denotiamo con x 
ogni arco > 4d° e <90° , sarà 

senx — cos(90"— x) ; cosx— sen(9G°— x) 
langx=cot(£0°-x) ; cotx=lang(GO°— a;), 
avendo supposto x>45 , sarà 90 — x<45° ; conse- 
guentemente essendo noti i valori delle linee trigonome- 
triche per Lutti gli ardii compresi tra 0° e 4>° , si cono- 
sceranno ancora i valori delle stesse linee per tutti gli ar- 
dii da 0" a 90° . Con gli stessi valori si potrebbero eslen- 
dere le loro determinazioni a 480°, mediante le formule 
sena:— sen(180*— x) ; c<ax=— (coM80"~ x) 
tangx=— tang(1t0— so) ; cotxzr:— eot(48ft— x) 
nelle quali P arco x è supposto > 90* e <180°. 

Per gli ardii maggiori si procederebbe in simile modo. 
Tavole logaritmiche sostituite a quelle dei seni naturali . 

Sa. ISel modo superiormente indicato si ottengono le 
lince trigonometriche espresse in parti del raggio le quali 
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hanno ricevo tn I' aggiunto di valurali , cri alle (avole 
contenenti i valori di esse linfe si è (iato il nome di ta- 
vole (lei seni naturali (") . Ciò per distinguerle dalle ta- 
vole trigonometriche cui diede origine In scoperta di Gio- 
vanni rt'epero Scozzese , e nelle quali invece dei valori 
delle lince trigonometriche si trovano segnati i loro lo- 
garitmi (**). 

86. Non è questo il lungo di esporre il metodo di cal- 
colate i logaritmi delle linee trigonometriche , spellando 
m trattali di algebra superiore . Noi ci limiteremo a fare 
osservare che in tulle le applicazioni trigonometriche, i 

niente di porre nelle tavole i logar itmi dei seni, coseni, lan- 
fienti e cotangenti, i qimli sono stati calcolali non gin nella 
ipotesi di hasIVUM in quell'adi )=!0 iu =1000t0000»; 

(') Prima della scoperta dti logaritmi , gli astronomi si 
servivano nei toro calcoli di iati lavale delle quali le più estese 
tono quelle di Udirò pubblicate nel 1CI3. 

[") Neper {lord John) jier rendere la sua scoperta special- 
mente utile alla pratica della trigonometria calcolò i logaritmi 
dei seni di minuto in minuto per tutto il quadrante ponendo il 
logaritmo del raggio uguale a uro, e tali logaritmi si chiamano 
iperbolici , naturali, o neperiani (Mirifici logaritlimorum ca- 
nonia cooslructio ce.) . Dopo lui molti benemeriti matematici 
presero a perfezionare C invenzione; alcuni ne resero più chiara 
la dottrina , altri rifecero i calcoli, e cambiarono il sistema dei 
logaritmi, scegliendo una basepiù conveniente alla numerazione 
decimale . Keplero , RHggs , Ryrg , (Jurtlticr , (ieltibrand . 
Wlncq , IlrsinO ; ftrririnn , Wmgatc , P. Iluonavrrlura Ca- 
valieri ec. hanno diritto di essere rammentati come coloro che 
più contribuirono a perfeiionare e diffondere il canone dei lo- 
garitmi. Le lavale più usate tono dei (ìarrtiniT , Caolini, La. 
lande , Vrgs , Itrrimkcr , Kohler , ''allei , Dupuis , Untino , 
Luvini , .. 
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per questa ragione . Supponendo r=i , ciò che ci da- 
rebbe logr=log I =0, si avrebbero per i seni ed i coseni, 
logaritmi negativi , essendo tali linee sempre più piccole 
del raggio ; lo stesso avverrebbe riguardo alle tangenti 
degli archi minori di 45", e per le cotangenti degli archi 
maggiori di 46". Per evitare taie inconveniente si è asse- 
gnato al raggio il predetto valore per il quale i logaritmi 
di tutte le linee trigonometriche risultano positivi per 
quanto piccoli siano gli archi delle tavole . Infatti il lo- 
garitmo del seno dell' arco di A", che é il piti piccolo arco 
delle tavole resulta positivo . Fu preferita la ipotesi di 
r=40 10 , perchè i logaritmi delie varie linee trigonome- 
triche minori del rnggio altro non sono che i complementi 
aritmetici ordinarli dei logaritmi delle stesse linee nel- 
I' ipotesi di r=i{ , il che giova molto nell' applicazioni . 

I logaritmi delle secanti e cosecanti sarebbero stati 
positivi ancora nella ipotesi dì r^i poiché esse lìnee sono 
sempre maggiori del raggio , ma sono di un uso raris- 
simo . 

87. Mostriamo con qualche esempio come i numeri se- 
gnali nelle tavole, siano realmente i logaritmi dei numeri 
esprimenti le linee trigonometriche . Prendiamo I' arco 
di 50°: essendo la corde che sottende l'arco di 60» ugnale 
al raggio , cioè a \ . trovammo (47) ' 

sen30"=ì, cos30^^, tangSO 0 ^^ , cot30'=^3. 

Siccome i seni ed i coseni sono sempre frazioni vere del 
raggio, de! pari che le tangenti degli archi minori di 45°, 
cosi invece dei semplici logaritmi delle sopro indicate li- 
nee cercheremo i loro complementi , ed avremo : 
comp. log senSO^lO— Iog2=9,6989700 

eomp. log cos3l>"=lO+ !og2=9,95753QS 
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comp. lofi [ang30°^10 -"^=9,761 4394 

coiii|). log colSO 1 — -^=0,258 SfiOG ; 
tali numeri si trovano scrìtti nello tavole in corrispon- 
denza di sen30*,0' ; cos30°,0' ; tang30.0' ; cnigO',0' . 

88. Intorno all' uso delle tavole logaritmiche trattano 
ampiamente le avvertenze che sogliono precederle, onde 
stimiamo superfluo di farne parola . Rammenteremo sol- 
tanto che le formule trigonometriche sono d' ordinar in 
determinate nella ipotesi di r=;l , talché volendo isti- 
tuire a seconda di esse i calcoli ed eseguirli mediante le 
tavole , è duopo ristabilire nelle formule stesse la omo- 
geneità (5-1) prendendo Iojjr=i0 come viene indicato dal- 
lo trigonometria . Vi è ancora un' altra regola : questa 
suppone clic le formule si lascino nel loro sfato, cioè che 
si conservi 1' ipolesi di r=i , e che si tolgano 40 unii A 
da ogni logaritmo dei seni , coseni ec. . . . il che da luogo 
alle caratteristiche negali ve . Per esempio abbiamo : 

log seniff^j, 2396702 invece di 9.2596702 
log ta<igr=2, 2419213 invece di 8,2419215 

89. Si potranno ancora impiegare i logaritmi come ci 
verranno dati dalla tavola, correggendo convenientemente 
il risultato . Tale correzione sarà sempre facile a farsi , 
poiché i calcoli che si eseguiscono coi logaritmi sono n 
addizioni o sottrazioni , ed è chiaro che ogni logaritmo 
ntlditlivo ricavato dalla tavola porrà una diecina di più 
sul risultato , ed ogni logaritmo sullrallivo vi porrà una 
diecina di meno . 

90. Per abbreviare i calcoli dovremo sempre -sostituire 
alla sottrazione di un logaritmo 1' addizione del suo com- 
plemento aritmetico . Allora la diecina che si dovrebbe 
sottrarre da questo logaritmo corrispondentemente alla 
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ipotesi di r=I sarà compensata da quella che vi si trova 
aggiunta prendendone il complemento . V errore poi di 
una diecina in un logaritmo sarebbe tarilo sensibile da 
non rimanere inosservato. 

Neil' avvertenze scritte in capo alle tavole trigonome- 
triche si trova la risoluzione dei due seguenti principali 
quesiti . 

\.° Un angolo essendo dolo , trovare il logaritmo 
del seno , del coseno, della tangente e della cotangente. 

±" Conoscendo il logaritmo di una linea trigono- 
metrica determinare il corrispondente valore angolare. 

CAPO TERZO 
Risoluzione dei triangoli . 



Principiiper la risoluzione dei triangoli. 

91. Sia ABC (fig- 45) un triangolo rettilineo qualun- 
que ; ad esso circoscrivasi una circonferenza . Condotti ì 
raggi OA , OB, OC e indicando gli angoli del triangolo 
colle lettere A, B , C ed i respettivi lati opposti BC , AC, 
AB colle medesime ledere prese dall'alfabeto minuscolo; 
rammentandoci che l' angolo A inscritto ha per misura 
la metà dell' arco BC intercedo fra i suoi loti, e che l'an- 
golo al centro BOC è misurato dall'intero arco BC, avremo: 
BOC. . . AOC „ AOIS „ 

_ A , cos , _ B , -^-=G. 

Poiché il seno di un arco od angolo uguaglia la mela del- 
la corda che sottende 1' arco doppio (1S) sarà 
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BOfi B(] , a 

n -tt— =-77 ovvero senA— •= 



sen -r=v ■ S[nC =2 ] 

a : b : c =: senA : senB : senC (I) 
Principio I . In ogni triangolo i lati sono proporzio- 
nali ai seni degli angoli opposti . 

92. Supposto il triangolo dato rettangolo in A , sarà 
A— 90 , e senA— 1 , rappresentando il raggio con 1' 11- 
riita ; poiché B+C— 90" , senB=cosC e senC— cosB, 
conseguentemente dalla (1) dedurremo 

a : b r= -1 : SenB = \ : cosC (2) 
a : c~i : senG — i : eosB 
II . L' ipotenusa sta ad un cateto, come il raggio Iri- 
gonometrico sta al seno dell' angolo opposto, oppure al 
coseno dell' angolo acuto adiacente al cateto stesso . 

93. Siccome b : e=senB : cosB , quando il triangolo 
è rettangolo io A , sarà ancora b : c^tangB : i . 

Ili . Un lato dell' angolo retto sta all' altro come la 
tangente dell' angolo opposto al primo tato sta al raggio . 

94. I principii dei due numeri precedenti possono tro- 
varsi ancoro per mezzo della similitudine dei. triangoli 
{fig. -16) ABG , CiN'H, CPM che risultano dal condurre il 
seno MP e la tangente HN dell' arco HH descritto col 
raggio CM— 4 . 

95. Trovammo (75) 

senA+scnB : senA— senB=tang^t2 : lang ^ -- , ma 

pel principio I (9Ì) senA : seiiB^o : 6 , d' onde 
senA+senB : senA — senB— a+b : a — b , perù 
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IV. In un triangolo qualunque la somma di due lati 
sta alla loro differenza come la tangente della semisnm- 
ma degli angoli opposti sta alla tangente delta semidif- 
f'erensa degli slessi angoli . 

Questo risultato è in'lìpendenle dal raggio ilei circolo 
a cui si riferiscono le linee trigonometriche . 

96. Abbiasi il triangolo ABC (fig. 47) , e sia 1' angolo 
B acnto ; condola la perpendicolare AD sopra BC si ha 
pel noto teorema di geometria b*=a , +c' — 2oBD , ma 
da! triangolo rettangolo ADB si ottiene (92; BD=c cosB, 
eliminando BD ne risulta 

b'=a'+c'— 2ac cosB (I) 
Tale relazione ha luogo ancoro quando 1' angolo B è ot- 
tuso (fig. 18) . Allora abhiamo h 1 =a*+c'-\-%aD1S , ma 
(92) DB— c cosDBA=c cos(-180°— ARC)=— c cosB , 
d' onde eliminato BD si (rovo la formula (1) . 

Se 1' angolo B fosse retto cosB=0 e si avrebbe 
tf^a'+c' , come fu dimostrato geometricamente . 
Così a'=b' H-c 5 — 26c cosA ; 

c*=a , +b' — lab cosC . 

V. In ogni triangolo rettilineo , net raggio \, il qua- 
dralo di uno dei lati è uguale alla sommo dei quadrati 
degli altri due lati meno il doppio prodotto di quesli 
lati per il coseno dell' angolo che essi comprendono . 

Risoluzione dei triangoli rettangoli . 

97. Se il triangolo da risolversi è rettangolo un ele- 
mento si suppone sempre implicitamente compreso fra i 
dati, e (mesto è 1' angolo retto, talché basterà conoscere 
due dei cinque elementi fra i quali dovrà esservi un iato. 
Indichiamo con A , B , C gli angoli del triangolo di cui 
A— SC, e con a, b, c i lali opposti respettivamente ai tre 
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angoli, (fig. i 9) Gli elementi da considerarsi sono adunque 

B, C , a, bt. ù. .., 
Cinque cose prese a due a due danno luogo alle seguenti 
dieci diverse combinazioni . 

■ *G. i ■•• ' ■ ' .', '■■ .'« ■ 

(1) a. li ; o,G 

(2) i.,B j i c,B ; b,C ; c,C 

(3) 6, a ; c,tt 

(4) b,c 

Dei dieci casi che presenta il problema generale occorre 
escludere quello in cui sono dati i due angoli, perchè al- 
lora il problema è indeterminato; essendo evidente che 
possono darsi infiniti triangoli simili , per il che dalla 
cognizione degli angoli è impossibile rilevare la misuro 
assoluta di alcuno dei lati, ma solamente si può dedurre 
la proporzione che regna fra i lati slessi . Restano adun- 
que nove casi che vengono ridotti ai quattro seguenti : 



_ _ „ . - > elementi uui 

0 . • Dato un cateto e 1 ipotenusa t triangolo 

1. ° Dati i due cateti / 

Infatti si vede che le combinazioni (1) (2) (3) (4) ab- 
bracciano respetlivamente tali casi , poiché quanto al 
primo e terzo caso sarà indifferente che V ipotenusa sia 
accompagnata con I' angolo B o C j o col cateto toc; 
riguardo al secondo casò sarà pure indifferente che i ca- 
teti siano dati assieme con 1' uno o P altro degli angoli 
B o C. 

98. Le formule per mezzo delle quali si determinano 
in ogni caso i tre elementi ignoti debbono prestarsi al 
calcolo logarilmico, ed essere per quanto si può indipen- 
denti tra loro ; ex. gr. se avendo determinato un elemento 
come 6 ci varremo dell'elemento stesso per determinare 
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C od A , ai! un grave inconveniente possiamo andare in- 
ronlro ; clie essendo erronei! il valore di h per sbaglio 
commesso nel calcolo risulti parimente erroneo quello di 

C e di A . 

9D. Problema I. Risolvere il triangolo rettangolo co- 
noscendo la ipotenusa ed un angolo acuto . (Jig. 49) 
( timi a , li 
E,cinenl ' [ incogniti C k 6 , o 
La relazione B+C=CO° da C— 90" — B . 
I valori seguenti dei due caleti b e c si rilevano dal 
principio li (93); 

6=o se nB, c=o cnsB 
conseguentemente logi— loga+log senB 

logc=logoM-log cosB . - ■■"(*) 
-100. Problema II. ÌHsohere un triangolo rettangolo 
coiioicendo un calcio ed mio degli angoli acuti . {fig. 19) 
. { dati k,B, 
E,emC11 " l incogniti C ,.« ,«. 
La relazione B-}-'C=90\ H da C=£0'— B. 
l'or i principil II e III (,92, 93) ebbinmo' 

logm=:l»g(H-com(>. log senB— IO , 
!rtgd=*igt-H"g colB . 
Qualunque siano i valori numerici assegnati ai dati nei 
due problemi precedenti , purché B aia compreso fra 0° 
e CO', il triangolo rettangolo sarù sempre dì una possi- 
bile costruzione . 

Se B= Q , risulta C=90° , senB^O , cotB— « ; ed in 
tal coso i valori infiniti dei lati n e c c'indicano che sono 
situati perpendicolarmente all' estremità del cateto b e 

(*) Talk le applicazioni nomtriche si trovano dopo il n.« 180. 
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paralleli fin loro. Se Bt=90»; C=J), senB=1 , coIB^O ; 

però 0=6 , c=fl . 

■104. Problema III. Dato un cateto e l' ipotenusa , 

trovare gli altri clementi ilei triangolo . {jig. 1!)) 

. ( dati 6,0 
Elementi . . ... „ „ 
l incogniti c , B , C . 

l'er determinare V angolo B nhbiamo (92) 

senB=- ; log senB=log&+comp Ioga— 10 . 
Calcolato l'Angolo B si deduce C=9Q>— B,.se tale an- 
golo non si vuole determinare colla formula b=acnsC (*). 
Il terzo lato si trova osservando die e ! — a 5 — fi s , d'ondi! 

K=]/(a+6X«-6). « l°l!*=| ^lo^a+ftJ+lojfCa-fcjj 
questo lato potrebbe oltenersi ancora dalla relazione 



Occorre nel presente problema che il valore numerico 
di b sia minore di quello dell' ipotenusa a . Infatti 1' an- 
golo B è dato pel suo seno , e perchè tale angolo sia pos- 
sibile conviene the il suo seno sia minore del raggio o 
dell' unità , conseguentemente avremo — < 1 , o 6<a . 
Lo stesso valore di senB corrisponde a due angoli sup- 
plementarii dei quali si esclude I' angolo ottuso. Quando 
si avesse a=.b, senB=l, B=90°, C=0,cosB=0, e c=tì. 

(") Se a>fi di una quantità pìccolissima, la formula 
co* C= - che serve a determinare F angolo C piccolissimo, non 
può colle tavole calcolar si , essendo per gli archi piccolissimi 
nulle le differenze dei logaritmi dei coseni. Può tvitarsi tale in- 
conveniente osservando che ten ^— ~y/ '— cosV.~ ^/ a~~ b _ 
Con questa formula troveremo C . . 
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Con una facile costruzione geometrica polrebbesì an- 
cora dimostrare il caso della impossibilità dal triangolo . 

-102. Pboblesa IV. Riiohere il triangolo rettangolo 
conoscendo i due lati dell' angolo retto . (fa. 19) 
( dati 6 , c 
Elementi \ ttMfAa „ _ B f c 

Abbiamo (93) langB=^ , langC=y , 

colle quali relazioni troveremo i due angoli B e C . 
La ipotenusa a ci sarà somministrata dalla formula 

°^senT( * 0 lo 8"= ,0 é 6— lo £ scnB ■ 
103. Volendo l' ipotcnusa in funzione diretta degli ele- 
menti dati , si ha a^V^+c' ■ Formula che occorre 
trasformare onde si presti al calcolo logaritmico , però 
moltiplicando e dividendo la quantità sotto il segno radi- 
cale per b', avremo: 

a==b\/i+(~J . Posto -£=t8ng9 , e ciò è 
sempre possibile perchè le tangenti sono suscettibili di 
assumere qualunque valore, avremo 
o=6 +tang>=6sec? ; e siccome s"y=— , 

sarà , espressione calcolabile coi logaritmi, 

cosp 

in ratti 

log lang$fe=logc— logfi ; Iog«=log&— log cose . 

Formule per la verificazione della ritoluxione 
' . iti triangoli rettangoli . 

■104. AH' uopo di verificare se nel calcolare gli elementi 
ignoti di un triangolo sono accaduti errori numerici, con- 
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viene cercare qualche elemento dafo servendosi dei va- 
lori numerici trovati . Per non moltiplicare le verifica- 
zioni sarà bene , quando potremo, ri' impiegare rtna sola 
Formula che faccia entrare nel calcolo di verificazione 
tutti gli elementi determinali . 

1. ° Caso . Quando sono Ignoti C , b , c . (fig. 20) 

Sia ABC un triangolo rettangolo in A . Condotta la bi- 
settrice CD dell' angolo C si avrà dal triangoloCAD, (93) 
AD=6tangj (1) 

AD b AD b AB 

m m=u ' P" u SD+BD=i+6=V ' 

d'onde AD=^=6t a ngJ ; e I«gj=-J, . 

, . C c 1 o'-o 1 o-fi 

tan s à == (5+iy.= l 5+6).= : a+6 ■ w 

Tal formula servirà a ritrovare l'angolo C per mezzo 
dell' elemento dato a , e dell' elemento incognito già cal- 
colato I» . Parimente la formula tang 5 g=|^ C £ ) > ci 

farà trovare 1' angolo dalo B per mezzo dell' elemento c 
incognito già calcolato . 

2. ° Caso . Quando sono ignoti gli elementi C , a , c . 
Si cercherà 6 colla formula b— V(a-hcX<i — e) . (?) 

3. Caso . Allorché sono ignoti c , lì , C ■ L* angolo B 
ed il lato c saranno respellivamente verificati per mezzo 
delle formule (è) e c=l^(a+o)(a— 6) . 

A." Caso . Quando sono ignoli a , B , C . I due angoli 
B e C essendo calcolati indipendentemente l'uno dall' al- 
tro , se non vi saranno errori , la loro somma dovrà ri- 
sultare uguale a 90". L' elemento a sarà verificato dalla 
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CAPO III. 



liei triangoli obliquangoli. 



•105. Per risolvere un triangolo rettilineo qualunque 
debbono essere cogniti Ire dei sei clementi ; c siccome 
sci cose prese a tre a tre ci somministrano venti diverse 
combinazioni, sembrerebbe che venti quesiti diversi do- 
vessero considerarsi , ma dimostreremo come si ridu- 
cono a quattro soltanto . Indicali al solito con A , B , C 
(fig. 2-i) gli angoli del triangolo e con a , b e e i respet- 
tivi lati opposti , le combinazioni che offrono tali sei cle- 
menti sono: 



A.B.C 

«.A.B^.A.Cja.B.Cio.A.B^.A.C^.B.Cje.A.Bjc.AXjc.B.C 
a. b, A; a, 6, B; a, c.A; a, c,C; b, c,B; b, c,C(a) 



a , b , c . 

La prima combinazione resta eselusa (3); le nove suc- 
cessive e le (a) e QS) sono abbracciate respeltivamentc 
dal \.° 2." e 3.° problema non potendo dar luogo a ricer- 
che diverse i gruppi degli elementi dati che si trovano 
sulla stessa linea orizzontale . L' ultima combinazione ci 
offre il 4.° caso . Adunque i problemi che dobbiamo ri- 
solvere vengono ridotti ai quattro successivi . 

•106. Problema I. Risolvere un triangolo conoscendo 
un lato e due angoli adiacenti . 



Pel principio I (H) , c=^, c quindi 

. Iogfe=loga-Hog senB— log senA , 
logc=loga+to{S scnC— log senA. 



(i ,ò,C;«,c,B;Ò,e,A 



A' onde A=480"— (B+C) . 
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407. L' unico condizione che si esige in questo caso 
acciocché la risoluzione non riesca assurda si è che lo 
somma dei due angoli dati sia minore di 180". 

-108. Problema li. CoijoicctkIo dite lati e V angolo 
opposto a uno di essi risolvere il triangolo . (fig. 21) 
f dati a , b , A 
Eltm "'" 1 incogniti B , C , c . 
Si ha (91) senB= &SPnA , quindi 
log senB~logfc-r-log senA— Ioga . 

Poiché od un seno corrispondono due angoli, quello dato 
dalle tovole ed i! suo supplemento , il problema ammette 
due soluzioni come rilevasi dalla costruzione geometrica 
seguente . Se dal punto C (713. 22) come centro e con un 
roggio uguale a CB si descrive un arco di circolo , que- 
sto incontrerà il loto AB nel punto 1) , per modo che i 
due triangoli ACB ed ACD , i quali hanno un angolo e 
due loti rcspftlivamente uguali, soddisfaranno entrambi 
ai quesito, e I' angolo ADC sarà supplemento di ABC . 

Il problema ammetterà una solo soluzione : 

■1." Quando I' angolo dato A fosse ottuso, poiché non 
potendo un triangolo contenere due angoli ottusi , I' an- 
golo B sarebbe necessariamente acuto . 2." Quando l'an- 
golo A fosse acuto e si avesse a>6 , B dovrebbe essere 
necessariamente acuto . 3." Allorché il lato opposto al- 
l' angolo A fosse tale che facendo centro in G , con un 
raggio uguale allo stesso lato, all'arco descritto riuscisse 
tangente il lato c , I' angolo B sarebbe retto ed il suo 
seno uguale al raggio . 

Non ammetterebbe il problema veruna soluzione quan- 
do il lato a fosse più corto della perpendicolare fi, essendo 
evidente che riuscirebbe impossibile la costruzione del 
ìriangolo . 
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La doppia soluzione avrà luogo allorché essendo A acu- 
to e &>tt; ed in questo caso converrà che la natura me- 
desima del triangolo, sia indicata da qualche particolare 
circostanza del problema . 

Per determinare I' altro angolo avremo 

C=480— (A+B) , e iter il Iato c la formulo 

logc=Iogo+loj! senC— log senA . 
409. Pbobleha III. Dati due lati e I* angolo compre- 
so risolvere fi triangolo . 

. f dati a , b , C 
Elementl l incogniti A, B.c. 
Sia a>b {fig. 21) . Per determinare gli angoli A e B 
indipendentemente del lato c , essendo 

A+B-i-C^lSO 0 , deducesi A+P^Cjo»— £' . 

Poiché (95) oH- b : o— Ii=lang^~ : lang^=^ , 

e tang^?=Iaog(9rt°— ^)=cot ^ , ne consegue 

, A — B a-b , A+B a—b , C ... 
lang-^— — — ^ ,ang^-=^cot^ , (1) 

logtang^=log(a— b)+log cot ~— log(fl+fc) . 
La semidifferenza , che chiameremo M , degli angoli A e 
B si calcolo facilmente coi logaritmi ; onde ^y?=N , 



sommando e quindi sottraendo 
tali uguaglianze risulta 
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Così restano determinati i due angoli . 

Conoscendo A c B il terzo lato c si trova coli 'equazione 

c— ; logc— loga+lng senC — log senA . 

-HO. Il terzo lato c può ancora determinarsi indipen- 
dentemente dal valore degli angoli trovati A e B , per 
mezzo della relazione del n. r ° 96 

c 3 —a"+b' — 2ob cosC 
che si renderà calcolabile per logaritminel seguente modo. 
Sostituito a cosC il suo valore-I— 2sen s -(60X2)avremo: 

c a — a'+b 3 — Sab+babsen 1 g-=C a — b)*+iabsen* ^ , 

4a6sen" ~ 

ovvero c*={a — b)\i-\ — - — ) ; 

4absen 3 ^ 2sen ^ 
ponendo tang'y— — — ^ - , tangy — . - - \rab . 

Questa ultima formula farà conoscere p , essendo il 
secondo membro espresso da elementi noti , ed in fine 
avremo c—[a — 6)l^d+tang ! p— [a — ò)secy=^^ . 

•HI. Si potrebbe risolvere ancora il problema comin- 
ciando dai determinare il lato c col metodo precedente , 
ed in la! caso si otterrebbero gli angoli A e B con le se- 
guenti formule 

log senA— log senC-Hloga— logc , 
log senfl=log senC+logb— logc ; 
fatto il calcolo , la condizione A+B+C=180" 
coi debbono soddisfare i tre angoli del triangolo potrà 
servire di verificazione . È do osservarsi clic questa ul- 
tima relazione non sarebbe bastante per verificare i cal- 
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eoli del primo metodo, perchè gli angoli A e B non vi si 
trovano determinati indipendentemente 1' uno dall' altro. 

La formula (109) (1) ci darà un valore finito e positivo 

per tang^-g— , poiché a si è supposto più gronde di 6 , 
e 1' angolo C essendo essenzialmente compreso fra 0° e 
180°, ^sarà compreso fra 0° e 90°; e cot^è una quantità 

finita e positiva . 

112. Nel caso particolare di ti 
da tang^"2^=0 , d' onde 

e B resulteranno uguali a 90" — ^ , come deve avve- 
nire essendo il triangolo isoscele . Quanto al valore di 

<m«dC . , , /-.„„ C\ G 

c ~senA' po senA— sen I 90°— g- j = cos 3 J e 

senC=2sen ^cos ^ sostituendo trovasi e=2ose»^ . 

La costruzione di un triangolo del quale sono dati due 
luti e 1' angolo compreso è sempre possibile , poiché la 
formula principale dalla quale dipende nel primo metodo 
la determinazione degli angoli A e B racchiude una tan- 
gente come incognita , la quale tangente può passare per 
lutti gli stali di grandezza . 

■115. Problema IV. Dati i tre lati trovare gli angoli 
del triangolo ■ {fig. 21) 

f dati a , b , c 
ElemenU l incogniti A.B.C. 
Metodo del coseno . Pel n." 96 abbiamo 

Per calcolare con i logaritmi tali formule occorre Ira- 



Digitized by Google 



RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI 67 

sformarlo, però aggiunta I' unità ai due membri dell'ul- 
timi*, e ridotto allo Stesso denominatore il secondo mem- 
bro , si ha . 

i-t-cosi.— ìob — 2ab — 2afi 

ma (60) ,cos|=]/Ì^g^]/ 't a + 6 +^+ ft - -£' ; 

formula comoda pel calcolo logaritmico, suscettibile bensì 
di ulteriore modificazione , facendo 

2p— a+b+c , 2p — 2c=a+& — c , si Ila 

2 V kob — V ' „b 
Così trovasi ; cc«£=j/HE5, ™l=V^~ 
cioè : in un triangolo qualunque il coseno def/a metà di 
un angolo , nel raggio i , e ugnate alla radice qua- 
drata del prodotto del semiperimetro pel semiperimetro 
diminuito del lato opposto all' angolo , diviso pel pro- 
dotto dei due lati adiacenti. 

iii. Metodo del seno . Sostituendo il valore di eosA 
nella seguente formula , e quindi fatte le riduzioni e so- 
stituzioni , trovasi 



Ida. J/efodo dei/a tangente . «ella formula della tan- 
gente (29) fattoti — ^ c postovi invece di sen^ e cos^ 
i valori trovali (413, 414), abbiamo 
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-H6. Si è omesso il segno negativo del radicale in tutte 
le suddette formule , perchè riferendosi a linee (li orchi 
minori di 90°, sono positive ; infatti la meta di ogni an- 
golo di un triangolo è minore di 90°. Essendo proporzio- 
nali ai raggi le linee trigonometriche , ognuna delle sud- 
dette espressimi! moltiplicata per r offrirà l'analoga for- 
mula della linea trigonometrica riferita al circolo di rog- 
gio r . 

417. Per la determinazione dei tre angoli le formule 
della tangente e della cotangente sono più vantaggiose 
nelle applicazioni che le altre del seno c del coseno; poi- 
ché nelle prime non si hanno a cercare che quattro lo- 
garitmi , mentre adoprando quelle del coseno conviene 
trovarne sette e sei facendo uso delle formule de! seno . 
Se poi volessimo calcolare un solo angolo sarà indiffe- 
rente 1' adoprare quella del seno , coseno , tangente o 
cotangente . 

UZ. Discussione . Ahbiomo (413) cos|=]/^=^ ■ 

È evidente che calcolato 1' angolo g per mezzo del 

suo coseno , dipende nella sua delirili inazione da due 
condizioni . 
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i. 1 la quantità solto il radicale deve essere positiva ; 
2. 1 questa slessa quantità deve essere minore dell' uni- 
tà , o del raggio , perciò dobbiamo avere 

La prima si riduce n ;j — o>0 , oppure o+6+c>2o, 
e finalmente a<b+c (1) 

La seconda diviene ]>{p — a)<6c ; e quindi 
(a+b+c)(b+c—a)<ibc ; (6+c)'— à'<46c , 
oppure (6 — cV«j' , condizione che si decompone 
in due altre estraendo la radice quadrala , cioè : 

se 6>c , b— c<a , onde b<a+c (2) 
se c>6 si avrà e— 6<o , c<o+6 . (3) 
Dunque affinchè il triangolo sia possibile , occorre che si 
verifichino le tre relazioni (1) (2) (3) cioè , uno dei lati 
minore della sommo degli altri due; risultato conforme 
a quello ottenuto in geometria . 
Discussioni analoghe potrebbero farsi sul valore di 

A A 

scn g , tang^-. . 

-119. Fatto h=c , nelle formule (a) e (fi) del n. n Mi, 
■ L A a p— b , , 

Questa formula risolve tutti i casi dei triangoli isosceli , 
nei quali a è !a base , A I' angolo al vertice e b uno dei 
due lati uguali . Un triangolo isoscele resta determinato 
illnrquando sono dati due dei suoi elementi . Se i dati 
«ranno a , e b , dalla formula (tu) avremo A . Se Ì dati 

stranilo a , A avremo 6 dalla formula 6— — - — Fi- 
asco * " 

I \ 
miniente dato b e A si cerca a , sarà a=2ùsen ^. Quan- 
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do invece dell' angolo A, fosse dato l' angolo B, cioè uno 
ilei due angoli uguali si deduce agevolmente A stante 
I' equazione 2B+A— 180°. Volendo introdurre il raggio 
r occorre ristabilire I' omogeneità nelle formule (3i) . 

Formule di verificazione per la risoluzione dei triangoli 
obliquangoli . 

120. Caso I. Quando gii elementi ignoti sono A , 6, c . 
Si cercano gli angoli dati B e C per mezzo della formula 
C— Il c—b ,A 

Caso II. Allorché gli elementi ignoti tono B , C , c . 
Si cerca 1' angolo A per mezzo della formala seguente 



Caso HI. Se gli elementi ignoti sono A , B , e . 
Trovasi I' angolo C per mezzo della formula che da tang ^ 



Caso IV. Per i tre angoli ignoli A , B , C . 
La verificazione si fa sommando i valori trovati di A, B, C; 
se il calcolo è esatto deve ottenersi ■180°. 

CAPO QUARTO 

Applicazioni della trigonometria . 

Risoluzione di alcuni problemi geometrici . 

121. Problema I. Dai» (re elementi di un triangoli e 
ira essi almeno un lato, determinare la superficie S «i 
triangolo . (fig- 21) 




funzione dei tre lati 
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4. ° Gli elementi dati siano i [ali a e 6 e I" angolo C. 
Candolla sopra BC la perpendicolare AD=fc abbiamo 

Hf m 

ltappresentando il raggio coli' unità il triangolo ADC dii 
fe=ÒMnC (2) , però S=|VnC . (3) 
V area del triangolo è data dalla metà del prodotto 
di due lati moltiplicato pel teno dell' angolo compreso 
da esii. 

1/ intero prodotto absenC esprimerà adunque I' area 
di un parallelogrammo avente un angolo C tra i loti b ed a. 

Se I' angolo dato è retto senC^senDO"^ , ed S="£ 

L' arca di tin triangolo rettangolo uguaglia dunque la me- 
tà del prodotto dei suoi cateti j e quando i cateti fossero 
uguali sarebbe data dalla metà del quadrato di un cateto. 
2." Elementi dati a, B.C. Abbiamo (94) 

&= W - dunque h= — (5) 

colla sostituzione del valore (4) nella equazione (2) . Po- 
sto analmente in luogo di fi il valore (5) nella (-1), trovasi 
. aVnttsPiiC aVnltsenC ... 
S= ^ fce.iA = fae.UB-H:} ; W 

_ l g<r 1 A _ qVn60" __ ji't/~3 
" iscoA 2 = 2 4 ' 

5. " Elementi cinti a, b , A. Siccome C=180° — (A+B), 
senC=sen(A-hB) ; e dalla (3) si lia 

(8) S=£sen(A+B), ma (91) senB— ^^;(9) 
j.utrcniD Hilunqui 1 calcolare con queste due ultime for- 
mule ìa superficie del triangolo col mezzo dei logaritmi . 

Dalla (8) abbiamo S=g (sènAcosB+senBcosA) ; (10) 



Se A=B=C , S=-a 
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ma cosB^±Ki-5cn'B = ±t/ "" , -»'' fn ' A ; 

|ier la sostituzione a senB del suo valore (9) . 
Eliminato senB c cosB la forinola (10) , dà 

S=^^(&cosA± Va'— fc'sen'A) . {Ai) 
Il doppio segno di cui è (fletto ìl radicale è ammissibile 
soltanto nella ipotesi di A<90° , ed a<.b ; nel qual ca- 
so , come è noto , due diversi triangoli renderanno sod- 
disfalli i dati del problema . Tal formula non si presta 
immediatamente al calcolo logaritmico . 

4.° Elementi dati a, b, c. Poiché (39) senC=2sen ^ oos ^ 

sarà «enC=^VO<p-a)fj»-AXp-0 > 
e posto questo valore nella (o) si trova 

S=V p ( p -aXp-b)(p~c) , (12) 
dunque: la superficie ili un triangolo è uguale alla ra- 
dice quadrala del prodotto del semiperimetro per le Ire 
differenze fra il semiperimetro c ciascun lato . 

Sa il triangolo è equilatero o=[i=c, ^p—5a: dunque 

Moltiplicando le tre formule del n.™ 115 (1) si ha 

ed Si-v/lan^^ lang| tangj ; 

cioè , V area di un triangolo uguaglia il quadrato del 
semiperimetro moltiplicato dalle laìigmti della metà 
degli angoli del triangolo . 
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122. II. Trovare Y arca A di un quadrilatera ABCD 
(pij. 25) conoscendo le sue diagonali AC=:£ , BD=ò" , 
c f angolo da esse formalo BOC=f . 

Indicando con a.b.c.d respeltivamente le linee AO, 
BO, CO, DO, troveremo (-121) (3) per le arét triango- 
lari AOD=^(id , BOC= s -^6c , AOB=^- F 0 ù , 

DOC=^pdc , sommale queste quattro uguaglianze , e 
falle le riduzioni si lia 

A=S(a-l-cXi-i-d)= s .„ ? -l . 

L' arca cercala è uguale alia metà del prodotto delle 
diagonali moltiplicalo pel seno dell' angolo che forma- 
no fra loro . Da ciò concludiamo che le aree di due </un- 
drilateri sono equivalenti, quando le loro diagonali so- 
no uguali e si tagliano sotlo uno stesso angolo . 

123. IH. Determinare le aree di un settore S e di un 
segmento S' , conoscendo (' arco ed il raggio r . 

V area del circolo è r,r';m rappresenti il numero dei 
gradi dell' arco dato, sarà 

~r ! :S=360°:m; e quindi (1) 

L' area del segmento uguaglia 1' arca trovata del set- 
tore (1) diminuita dell' area del triangolo formato dalla 
sua corda e dai due raggi che toccano le sue estremità , 
però avremo 

124. IV. Trovare i raggi r ed r' del circolo iscritto 
e circoscritto al triangolo in funzione dei suoi lati . 

\.° Sia ABC {fig. 24) il (riangolo, DEG il circolo 
iscritto, condotti i raggi OD , OE, OG perpendicolari ai 
Francolini — Trigonometria ' 
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rispettivi lofi e , a , b , avremo ABO=^ , ACO=£, 
l !l )C —j-. sommando queste tre uguaglianze , risulta 
AI1C= ^(a-\-b+c]--rp ; ma l' area de! triangolo ABC 
n S (121) (-12) è Vplp— a){p— 6)(p— e) ; dunque 

I /i p— "ìip— ftjip— f ) s 

V p p 

-2.° Sia AO il raggio del circolo circoscritto al trian- 
golo ABC (/io. 25) ; condotto dal centro 0 In perpendico- 
lare OD sopra AB ed il raggio OB, rilevasi che gli angoli 
ACB ed AOD sono uguali per essere misurati dalla metà 
dell'arco AB, onde avremo dal triangolo rettangolo AOD, 
ALl=AOscnA0D , ovvero c=2r'senC , ma dalla formu- 
la (3) del n. w \2\ si ha ser>C=^ , eliminando senC 



Si deduce ancora S=- 



abe . . 

— t-t , cioè 

4r' 

/' area di un triangolo è uguale al prodotto dei suoi 
ire tali diviso pei doppio del diametro del ciVcoio circo- 
scritto . 

123. V. Determino re i lati a , fi , y e gli angoli re- 
xpettivumente opposti A , B , C del triangolo ABC {pg. 26) 
conoscendo (e tre allesse Bfc— a , Aa— 0 , Cc=c . 

I triangoli simili ACfl , BC6 , ACc , AB6 , danno 
b : a = a : fi ; c : b = jS : y ; e quindi (9 I) 
(i) b : a=a : ,3=senA : senB ; c : Ir^fi : y=senB : senC , 
ma senC=sen(A4-B) , però c : fc^senB : sen(A-l-B) ; 
d' onde (>senB=csen(A-t B)— csenAcosB+csenBcosA ; 
nella quale sostituendo a senB il suo valore tratto dalla (I) 
troveremo 
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nfc=ocrn?B |-e«cosA=c l^4''_.. 0 = S( . n ',v-|-C(JcosA 
e (ab — nccos 1 \)'=c'(6 1 — a'sen'A) , 

It'o'+c'o 1 — fcV =2 u'oc cosi ; finalmente 

ros.V= ' 7, . . 

Sa'be 

Da questa formula dedurremo le oltre che ei sommi- 
nistreranno i due angoli B, e C . Conosciuti i quali, de- 
termineremo ì lati eolle relazioni: «senC=6, ysenB— a, 
^senA=c , che ci son date dai triangoli rettangoli SCb, 
ABa , ACc . 

■126. VI. Data la lunghezza L del lato di un poligo- 
no regolare di n lati , trovare la sua area Z . (fìg. 27) 
Sia « il numero dei gradi dell'angolo al centro, avremo 

AOB=2\OG=^=ra . Il triangolo rettangolo AOG , 
ri dà GO=sAGtanfiGAO=.^ col |. Ma l'area dellriangnlo 

AOB— ^ . GO-=AG . G0= j-'cot g, la quale presa n volto 

_ ni* « nV 180* 
somministra Z^-^-cot col_ ^-- ■ 

Cenni sopra alcuni strumenti . 

427. La brevità voluta dall' indole di un trattato ele- 
mentare non comportandoci di mostrare la vastità degli 

risoluzione dei problemi pratici più comuni ; e siccome 
ad ottenere ciò conviene rammentare degli strumenti, ne 
descriveremo aitimi folla massima brevità , potendo i 
giovani studiosi per ulteriori investigazioni consultare 
gli autori elie ne hanno espressamcole trottato . 

128. La camia metrica consiste in un regolo bene rii- 
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ritto comunemente della lunghezza di tre metri eolle di- 
visioni in decimetri, munito all'estremità di cerchietti di 
metallo . Essa serve a misurare le distanze quando non 
si voglia odoprare In enfeua metrica o la stadia . 

129. Le biffe u paline sono bastoni diritti , della lun- 
ghezza di un metro o più a seconda del bisogno , aguz- 
zati da una estremila , e d' ordinario con punta di ferro, 
la quale s' introduce verticalmente ne! suolo : all' altra 
estremità vi è uno scopo che consiste in un rettangolo di 
legno sottile , oppure di latta di centimetri venti di lar- 
ghezza e quindici di altezza ; esso dividesi in due scom- 
partimenti di colore diverso , bianco e nero , o bianco e 
rosso, mediante una linea parallela al maggior lato, od 
ancora viene diviso in quattro scompartimenti come ve- 
desi nella fig. 28. La linea AB parallela al lato maggiore 
dello scopo e quella che deve essere colpita dalla visuale 
orizzontale . 

■I 50. Dei segnali . Quando non esìstono oggetti distinti 
sui quali si possano dirigere i raggi visuali per comporre 
; triangoli con le condizioni più vantaggiose , occorre ri- 
correre ai così delti segnali, i quali ordinariamente sono 
alberi diritti spogliali dei loro rami salvo verso la punta 
ove i rami si ripiegano in forma di testa , la quale si ri- 
copro di carta bianca forte che vi si lega . L' albero cosi 
sfrondato e ricoperto alla cima con un foglio bianco po- 
trà essere distinto da lontano. Viene esso introdotto ver- 
ticalmente nel suolo, ed occorrendo si sostiene con pietre 
a secco sino all' altezza di un metro circa (fig. 29) . Pos- 
sono ancora i segnali costruirsi a guisa di pilastri acca- 
tastando 1' una sull' altra delle pietre a secco venendo 
cosi a fermare una specie di piramide , ed una biffa col- 
locata superiormente è destinala a fissare meglio la linea 
di mira che si dirige contro il segnale . 
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154. Il livello a bolla d' aria si comprine di un tubo 
dì vetro {fitj. ZO) leggermente arcualo AB , fissato in un 
sostegno di ottone CD, in modo che la convessità si tro- 
va rivolta in alto ; è sostenuti! da due piedi G ed F di 
uguale altezza , o che in ogni caso si possono rendere (ali 
per mezzo di apposite viti . Il tubo è ripieno di alcool ad 
eccezione di un piccolissimo spazio in cui resta un poca 
di aria. Questa essendo più leggera dell'alcool, si troverà 
sempre nella parte più alta del tubo ; ed il livello sarà 
orizzontale quando la bolla si collocherà esattamente nel 
mezzo del tubo stesso ; il che avrà luogo ogni qualvolta 
1' estremità del medesimo saranno ugualmente alle sull' o- 
rizzonte.o come suol dirsi di livello; nel ijnal caso la parie 
liquida si disporrà secondo la posizione dei liquidi in equi- 
librio, cioè orizzontale ; ed il tubo essendo leggermente 
arcuato verrà necessariamente la bolla di aria ad occu- 
parne la parte più elevata o quella di mezzo. La esattezza 
di tale strumento consiste sopralutto nella sua sensibilità, 
ovvero nella facoltà colla quale la bolla d' aria abbandona 
il centro del tubo per portarsi all'estremità più elevata, 
allorché s' inclina il livello . 

Per rendere adunque un piano orizzontale , basterà 
collocarvi sopra II livello in due successive posizioni che 
Tacciano Tra loro un angolo retto , e disporre il piano in 
modo che la bolla d' aria resti sempre nel mezzo del tubo. 

■152. Il declinatore o bussola è una scatola quadrata 
o circolare di legno o di metallo [fig. 3 1), al cui centro ti 
sospeso un ago calamitalo (*) , ed in fondo della quale sia 
segnato un circolo graduato . L' ago calamitato è una 

(*] La calamita é un minerale che gode della proprietà ili 
attirare il ferro , il nickel , il coballo ec. , i quali metalli pos- 
sono pure diventare calamite artificiali . 
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lamina sditile <T acciaio appuntata all' estremili, la qua- 
le Ita ricevuto la facoltà magnetica essendo fregata con 
due calamite in direzione opposta e sempre nello stesso 
senso partendo dal centro . Si adotta alla metà della sua 
lunghezza una piccola testa di ottone o meglio di agata 
fatta a tono, la cui sommità poggia sopra un perno finis- 
simo su cui 1' ago può muoversi . Se prima della calami- 
tazione I' ago era orizzontale ed equilibrato sul suo perno, 
dopo una tale operazione prenderà una posizione inclinata 
ali' orizzonte ; ma equilibrandolo di nuovo I' ago si ricon- 
duce all' orizzonte : in tal maniera può girare sul suo 
perno conservandosi in posizione orizzontale, ed allorché 
nulla lo impedisce di obbedire all'azione magnetica, si di- 
rige verso il polo nord non però esattamente, ma facendo 
col meridiano terrestre un angolo che varia in ragione 
dei tempi e dei luoghi . La direzione che prende 1' ago in 
questo caso chiamasi meridiano magnetico , e 1' angolo 
che tale direzione fa col meridiano terrestre dicesi de- 
clinazione dell' ago: essa è occidentale od orientale se- 
condochè I' ago devia dal nord verso 1' occidente o verso 
1' oriente . Oggi la declinazione è occidentale in Europa . 
L' estremità dell'ago che si dirige verso il nord prende il 
nome di poloboreale, e di polo australe l'estremità opposta. 

Sulla circonferenza die trovasi tracciata in fondo alla 
scatola è segnalo 0° ove corrisponde il nord , e vi sta 
scritta di ordinario la lettera N ; ove corrisponde il sud 
cioè a -180° trovasi la lettera S. Un cristallo ricopre la sca- 
tola per riparare I' ago dal vento, ed è abbastanza vicino 
al medesimo da non lasciare escire I' ago dal suo perno 
capovolgendo Io strumento . Il perno deve essere posto 
esattamente al centro e perpendicolarmente al piano del 
circolo . La linea o Iato della scatola AB è parallelo alla 
linea nord-sud ovvero al diametro 0° e Ì80° . 
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-153. L' alidada a traguardi considerata isoiota mente 
(fig. 32) è una riga AB la quale porla alle sue estremila 
due lamine di ottone b, c pcrpend itola ri alla riga stessa, 
sullo quale esse sono articolate a cerniera : sopra quesle 
lame sono praticate due piccole fessure longitudinali stret- 
tissime dette traguardi, lungo le quali si fa passare la li- 
nea di mira che si dirige agli oggetti . Due piccole aper- 
ture , 1' una dalla metà in su , e V altra dalla metà in 
giù, nel mezzo delle quali è teso un filo di seta o di crine 
finissimo perpendicolare alla rigo »d in direzione d>-i Ira- 
guariti . permettono di potere meglio distinguere i punii 
di mira. I.a irai eia xy del piano the passa per i traguardi 
ed i fili corrispondenli col piano della riga , chiamasi li- 
neo dì fede . D' ordinario nelle alidade isolale , le quali 
servono a segnare la traccia dì un piano verticale sopra 
un piano orizzontale , si dispongono i traguardi in modo 
che la linea di fede coincida con tino degli orli della riga. 
Per mirare coli' alidada un seguale od oggetto qualsiasi , 
si dirige la visuale al medesimo , facendola passare per 
un traguardo e filo opposto in modo che il filo stesso copro il 
p»nlo che si vuole mirare. Il piano che passa pei traguardi 
diecsi pieno di collimazione, e deve essere perpendico- 
are n! piano della riga , e comprendere la linea di fede. 

L'alidada a canocchiale si compone di una riga metalli- 
ca e di un canocchiale che gira attorno ad un osse il quale 
è congiunto alla riga per mezzo di una colonna verticale . 

•131. randella . Lo strumento forse più antico per 



(") Pretorio da Norimberga ne fu l' inventore , t però di- 
cesiTavoletla pretoriana . il/o/fi sono i perfezionamenti fatti 
a tale strumento ancora di recente . 
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avere bisogno di fare veruna operazione separala. Si com- 
pone di tre parti (fig. 53) : -1.° lo specchio consistente in 
una tavola rettangolare AB di legno bene stagionato di 
circa 0 n , 85 di lunghezza per 0 m , 65 di larghezza , sulla 
quale dislendesi la caria pel disegno ; 2. 1 la pi a Ita furili a 
che s' incastra nella tavola e fa sistema con essa ; 5." il 
sostegno formato da tre gambe. Viene montala con arlt- 
flzii alti ad inclinarla all' orizzonte secondo il bisogno con 
facilità, e si conserva nella situazione in cui vien posta . 
A rendere più facilmente portatile lo specchio sul quale 
si lavora , talvolta sì compone di alquante assicelle di 
uguale lunghezza e larghezza riunite con della pelle n tela 
forte e montate nello stesso piano mercè due regoli (jìg. 
54) . Vi sono sempre annessi un livello a bolla d'aria, un 
declinatore ed un alidada . 

435- Il grafometro è. uno strumento destinato a mi- 
surare gli angoli che fanno le visuali dirette nello spazio 
ad oggetti determinali . Esso viene perciò compreso fra 
i goniometri , e si compone di un semicircolo, il cui lembo 
è diviso in gradi e talvolta in mezzi gradi ; esso è mu- 
nito di due alidade , che servono per misurare gli oggetti; 
l' intero strumento è sostenuto da un ginocchio a (/19. 53) 
che permette di stabilirlo in un piano a piacimento ed 
anche verticalmente . Sul prolungamento del ginocchio 
vi è un tubo al quale sta sotto un treppiede . Delle due 
alidade, 1' una DB è fissa e collocata lungo il diametro 
0°, -180° del semicircolo in modo che la linea di fede coin- 
cide col diametro stesso ; l' altra EC mobile è congiunta 
allo strumento per mezzo di un perno A posto al centro 
■lei semicirculo attorno al ; .1 ■ essa gira , potendo in 
tal guisa percorrere coli' estremità lolla la gradua- 
zione. I grafometri migliori invece di alidade a traguardi 
semplici portano alidade 0 canocchiali - Vi é sempre on- 
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nessa a tale stra meato una bussola ehe serve a dclcr- 
minare l'annodi del radili visuale rolla linea meridiana. 

136 ò'cala di proporzione a tra&ier&ali in metri . 
Misurate sul terreno una distanza orizzontale fra due 
plinti dati ; tale misura sarà la lunghesso reale , che 
corrisponderà ad una certa lunghezza fra i due punti 
omologhi della carta o piano detta lunghezza grafica . 
La proporzione Tra 1' uno e 1' altro lunghezza si chiama 
scala di proporzione di un piano . 

Onde comprenderne la costruzione sia il metro la unita 
di misuro , ed 1 a 2C00 lo scola di proporzione di un 
piono dato, (alche un metro sul disegno equivale a 2000 
metri su! terreno ; un millimetro a due metri ; cinque 
millimetri a dicci metri ; cinque centimetri a cento me- 
tri ec. Si traccino undici linee parallele orizzontali a di- 
stanza eguale scelta ad arbitrio (fig. 36); si porti quante 
volte ci piace la lunghezza di 0 ra ,05 rappresentante cento 
metri a destra del punto 0 in G , I) ec. e dieci volte lo 
lunghezza O-.OOo da E in A , e da 0 in C. Dai punii A, 
E , F , B ec. si abbassino le perpendicolari sopra CD , e 
si uniscano con trasversali le diecine dello lineo superiore 
AE con quelle della linea inferiore CO , cioè le divisioni 
superiori 0, 10, 20, 50. 40 ec. respeltivamente colle di- 
visioni inferiori 90, 80, 70, 60, 50 ec. conforme vedesi 
sulla figura . Cosi resta costrutta lo scala. La trasversale 
OH fa colle parallele una serie di triangoli simili NOE , 
bOa , dOc , fOe , ce. 

Dai primi due triangoli abbiamo 

EO : Oo = HE : ab = IOaO : Oa — 10 : i , d" onde 

06=^, cosi trovasi cd=^KE ; e/==^NE ec. 

Ma NE rappresenta dieci metri : dunque ab , ed , ef ec. 
rappresenteranno respettivamenle 1, 2, 3, ce, . . . metri. 
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Proponiamoci di prendere sopra la scala una lunghezza 
di 123 melri . Posle le due estremità del compasso in G 
1' una, ed ove è indicato 20™ a sinistra dall' origine 0 
1' altra , abbiamo la lunghezza di 120™, per aggiungere 
i 5" 1 si seguirò la trasversale che parte dalla divisione 
20 m fino all' altezza della quinta orizzontale da essa in- 
contrata nel punto R . È chiaro che la disianza RK' ci 
darà la larghezza cercata di -125 1 ". Per oltencre frazioni 
di metro basta tracciare un maggior numero di linee pa- 
rallele . 

437. Il quadrante o semicireolo, altrimenti detto rap- 
portatore serve per tracciare sulla carta degli angoli lo 
cui misura sia data in gradi, come ancora per misurare 
gli angoli sulle carte o piani . Tale semicircolo ordina- 
riamente è di ottone , di rame , di argento od anco di 
corno trasparente $g. 37) : viene diviso in 180" gradi . 
La divisione progredisce tanto in una direzione che nel— 
l'altra opposta come si vede nella figuro. Ai punti estre- 
mi che segnano 0° e 180° corrisponde una riga BD il cui 
lato superiore è il suo diametro , nel mezzo del quale in 
A esiste un piccolo foro che si chiama centro del semi- 
circolo . 

Per tracciare sulla carta , con tale '[strumento un an- 
golo per esempio di 54° , si pone il suo centro sul punto 
che deve essere il vertice dell' angolo , quindi si ritiene 
AB come uno dei lati dell' angolo , e si segna con un ago 
il punto C, in faccia della divisione del lembo che corri- 
sponde a 54° ; condneendo in seguito da questo punto e 
per il centro una retta AC si ho I' angolo B.VC=5i° . 

Se si trattasse di misurare un angolo BAC disegnato 
sopra una carta , si collocherebbe il centro A dell' istru- 
mento al vertice dell' angolo e il diametro AB sopra uno 
dei suoi Iati , il luogo dove il lembo sarebbe tagliato da!- 
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1' nitro lo in AC indicherebbe il numero dei gradi che 
contiene, I' nugolo BAC . 

138. Scala di riduzione. Per ottenere la riduzione 
all' orizzonte di una piccola disianza misurata in lineo 
retta inclinata , ovvero la sua proiezione orizzentale si 
fu uso della scala di riduzione . 

Tracciata una scala grafica (156) secondo una data 
proporzione , per esempio rome 4 a 1O0CO, si segni uno 
serie di linee rette (fig. 58) !e quali facciano con AB tulli 
gli angoli da 1 a 60 gradi . Se sopra tre di esse si pren- 
dono le parti uguali AC, AC', AC" e dai punti C.C, C" 
si abbassano sopra Ali le perpendicolari CD , C'D' , CD" 
si otterranno le proiezioni AD , AD' , AD" della lunghezza 
AC per i gradi d' inclinazione corrispondenti SO, 20, 10. 
Supponiamo ora che si voglia la proiezione di una di- 
stanza di 500 metri inclinata siili' orizzonte 50' . Presa 
sulla scala grafica la distanza rappresentante 300 metri, 
si porterà sulla linea A, 50°; tenuta fissa in A una estre- 
mità del compasso , si scenderà chiudendo a poco a poco 
il compasso lungo la perpendicolare che dall' estrema 
punta v. del medesimo sarebbe abbassata sopra AB ; la 
lunghezza A/3 , compresa tra A ed il punto (3 piede della 
perpendicolare, sarà la proiezione della distanza, oppure 
la distanza ridotta all' orizzonte . 

Misura della base e degli angoli. 

159. Le operazioni fondamentali che forniscono i dati 
per calcolare gli elementi ignoti di uno o più triangoli sono 
la misura di una distanza e degli angoli . La maggiore n 
minore precisione dei risultati dipenderà dall' esattezza 
con cui si sarà misurata tale distanza, come pure dal la bontà 
delle osservazioni degli angoli . Essendo più agevole valu- 
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(are la grandezza degli angoli, si misura ordinariamente 
un lato solo; e questo si chiama la base. Quando si tratterà 
di non grandi distanze la base dovrà trovarsi per quanto e 
possibile sopra un terreno orizzontale, o presso che tale, 
e scoperto onde rendere più facile ed esalta la relativa 
misura; inoltre da una estremità della b.ise si deve sem- 
pre scoprire 1' allra estremila ; la sua lunghezza dovrà 
essere proporzionata alla grandezza dei triangoli da cal- 
colarsi . Dovrà segnarsene la direzione sul terreno che 
dicesi truccìamenlo dell' allineamento . 

440. Per oltenere un allineamento sul terreno in una 
direzione qualsiasi, si pianta una biffa [fuj. 59) nel punto 
di partenza H, ed una seconda in un «Uro punto K; quindi 
camminando nella direzione determinala dalle due biffe 
II,K si pone verticalmente nel suolo una terza palina L , 
osservando che lo visuale che passa per questa ultima c 
per la biffa K vada pure a ferire la prima in II ; si conti- 
nua in lai modo finché sìa compiuto 1' allineamento . I 
piani delle mire debbono disporsi perpendicolarmente alla 
visuale, e gli assi geometrici delle palino debbono deter- 
minare un piano verticale la cui intersezione col terreno 
sarà una linea qualunque , ma la proiezione di quesla 
sopra un piano perfettamente orizzontale dovrà sempre 
essere una retta . Per procedere con più sicurezza si 
lira una cordicella da una biffa all' altra e con due can- 
ne metriche si misura la distanza HX . Quando il ter- 
reno è approssimativamente piano da II fino ad X la di- 
stanza misurata dicesi distanza orizzontale . 

444. Se il terreno fosse inclinato , stabilita per mezzo 
delle biffe (fig. 40) la linea K'X' detta lo base, si misura 
tenendo sempre le canne metriche orizzontalmente come 
in ab , ed, e X' . Con tal metodo di misurare le distanze' 
nei terreni inclinati si evita il calcolo della riduzione al- 
l' orizzonte (467) . 
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-142. Misurala la finse si procede alla determinazione 
degli angoli per mezzo del grafometro o del leoifoiifc (*) . 
Difesi piinlo di «fusione il sito ove collocasi lo strumento 
per operare sul terreno . Volendo col grafometro misu- 
rare un angolo si fa girare l' istrumento sul suo perno 
sino a che esso si trovi nel piano degli oggetti , e 1' ali- 
dado fìssa sia diretta sopra uno dei medesimi ; quindi si 
fa girare 1' alidada mollile sino a che la visuale passante 
pei traguardi copra l'altro oggetto ; si osserverà il nu- 
mero dei gradi elio segna sulla circonferenza la linea d' 
fede , e questo sarà I' angolo che fanno fra loro i due 
raggi visuali clic partono dal centro del circolo e sono 
diretti ai punti mirati. Volendo per esempio misurare la 
distanza angolare di due oggetti F e G {h~g. 55) veduti do 
un punto ad arbitrio , si colloca perpendicolarmente so- 
pra questo punto il centro A del grafometro, e si dispone 
tale strumento in guisa che mirando per i traguardi sla- 
bili il filo verticale si scorga dividere per mezzo uno de- 
gli oggetti F ; e nel medesimo tempo il piano dell' istru- 
mento, se fosse prolungalo , vada ad incontrare 1' altro 
oggetto G . Allora si fa girare 1' alidada EC finché il filo 
dei suoi traguardi divida per mezzo 1' oggetto G . Si os- 
serva a qnal punto del semicircolo corrisponde la linea 
di fede dell' alidada , e la distanza di questo punto dalla 
prima divisione del grafometro in B è I' arco BC il quale 
misura di quanti gradi sia I' angolo BAC , ovvero FAG 
che è 1' aogolo cercato . 

145. Per misurare un angolo verticale , cioè 1' angolo 

(') II Teodolite è un ingegnoso strumento da preferirsi 
agli allriper la sua perfezione , e perchè offre la misura an- 
cora degli angoli ridotti alt orizzonte . Nei trattati di geode- 
sia potrà vedersi la sua costruzione ed uso . 
Francolini — ZY/gouomef ria 
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the forma una visuale diretta ad un punto od oggetto 
colla verticale del luogo di osservazione, si fa girare il 
scmicircolo sul suo perno in modo da condurre per mezzo 
di un filo a piombo il diametro 0° e -180' nella direzione 
della verticale stessa, ed il piano del semicircolo nel pia- 
no verticale passante pel punto di stazione e per quello 
che si mira : quindi si dirige 1' alidada mobile sul punto 
od oggetto, e si avrà 1* angolo che la visuale diretta al- 
l' oggetto fa colla verticale del lungo di stazione , leg- 
gendo il numero dei gradi che segnerà la linea di fede . 
Questo angolo chiamasi la distanza zenitale del punto 
od oggetto misurato se lo zero della graduazione si trova 
allo zenit . 

Della migliore condizione dei triangoli . 

144. Sebbene rade volte le circostanze locali ci permet- 
tano di condizionare i triangoli con esatta conformità alle 
regole che indicheremo, pure quando potremo occorre nel- 
lo scegliere i loro vertici di Tare in modo che i triangoli si 
avvicinino ad essere equilateri, poiché danno meno adito 
ad errori nella determinazione dei lati dipendenti dalla 
misura degli angoli . Infatti nel triangolo ABC {fig. 41) , 
si supponga che nel misurare l'angolo B siasi commesso 
un errore SBC , ovvero che ABS risulti la misura otte- 
nuta dell' angolo ABC . Da un tale errore angolare ne 
deriverà sul lato opposto AC un errore SC ; questo er- 
rore sarà tanto più piccolo, quanto più 1' angolo C si av- 
vicinerà ad un angolo retto, reme facilmente si scorge 
sulla figura paragonando i varii errori SC , S'C , S" C" , 
S" C" ec.j che vanno successivamente a diminuire quan- 
do C è meno acuto . Lo stesso ragionamento applicato ai 
Ire angoli del triangolo, ci fa rilevare che il triangolo da 
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preferirsi sarà I' equilatero ■ siccome quello nel quale 
ogni angolo più si accosta all' angolo relto sema detri- 
mento degli altri due . 

•145. In ogni modo poi sarà necessario combinare In 
scella delle stazioni e punti da osservarsi in tal maniera 
da evitare angoli al di sotto di 25°. 

•I 16. Vediamo ancora a quale distanza dal piede di un 
edilizio 1' osservatore deve porsi perché I' errore nella 
misura dell' angolo C {fig. 42) produca il più piccolo er- 
rore possibile nel calcolo dell' altezza DS .! 

Sia y 1' errore commesso nell' osservare I' angolo C . 

Cerchiamo un limite dell* errore relativo 

Dal triangolo SEC abbiamo 

SE SC _ SC 
sen P = senSEC cos[C— P j ' 
poiché sen SEC— sen CED , e 1' angolo CED è il comple- 
mento di ECD=C— y. 

Il triangolo SDC , ci da SC=J£r , 

sostituendo a SC nella equazione (i) questo valore avremo: 
SB _ SD _ ed SE__ sen F 
senp aenCcos[C — ' ' SU seQ'Jcoa(C — T ) 

ma cos (C — p) differisce pochissimo da cosC , però sarà 

SE senf 2sen ? 2senp 

"SD~senCcosLT~:Js K [.i:cose~sen2C * 
Adunque 1' errore relativo cercato sarà tanto più piccolo 
quanto più grande riuscirà il valore di sen2C . L'errore 
minimo corrisponderà a 2C=90° , od a C=4o° ; ma 
in questo caso CD=SD , cioè la base tracciata sul ter- 
reno uguaglia 1' altezza da misurarsi : dunque il luogo 
della stazione dovrà scegliersi ad una disianza appros- 
simativamente uguale all' altezza da misurarsi . 
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Misura delf altezze e delle distanze accessibili 
ed inaccessibili con altri problemi . 

ii7. Problema I. Calcolare l' allessa di una torre 
accessibile al suo piede e nel supposto che il circostante 
terreno sia presso a poco orizzontale . (fig. 45) 

Sia S la sommità della torre ed SA la sua altezza. Ad 
una conveniente distanza dal punto A si scelga sul terre- 
no un punto qualunque dal quale si possa andare diret- 
tamente al piede dello torre . In tal punto si collochi un 
grafometro per modo che il suo diametro 0M80", resulti 
orizzontale come la linea aD . Falla girare l'alidada mo- 
bile si traguardi la sommità S della torre e si osservi il 
numero dei gradi che segna la Cò , cosi avremo la mi- 
sura dell' angolo SCD o dell' arco 06. Per mezzo del filo 
a piombosi determini la proiezione orizzontale B del punto 
C centro dello strumento ; finalmente si tracci e si mi- 
suri sul terreno la AB parallela alla CD ed all' alidada 
fissa . La SC è la ipotenusa del triangolo rettangolo CDS 
del qualel'angolo aculo SCD è noto come il cateto CD=AB . 
Per calcolare DS abbiamo la formula (93) 

Sl)=CDtangSCD. 
Trovalo il valore numerico di SD ed aggiuntovi quello 
dell' altezza CB=AD dello strumento il problema è riso- 
luto . 

148. II. Calcolare V altezza di un edilizio il cui pie- 
de è accessibile , ma il circostante terreno non è oriz- 
sontale . (Jig. ii) 

Posto un grafometro in un luogo B convenientemente 
distante dal punto A piede dell' edilizio ed in modo che 
si possa misurare la distanza AB , si segni siili' edilìzio 
un punto D, talché sia AD=BC altezza del piede del gra- 
fomelro. Disposto il diametro dell' alidada (issa dell'istru- 
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mento in direzione verticale CZ , si misurano i due an- 
goli DCS=w ed SCZ=DSC=/3 ; in fine si misura Ja 
AE=DC. Del triangolo SDC si conoscono i due angoli a. 
e j3 ed il loto DG , potremo adunque calcolare il lato SD 
per mezzo della formulo SD— DC |~ . Aggiunto a! va- 
lore numerico trovalo di SD, quello di CB=DA otterre- 
mo V altezza domandata SA dell' edilìzio . 

449. III. Misurare V altezza verticale di una torre 
dì cui il piede è inaccessibile, ma il circostante terreno 
è approssimativamente orizzontale . (fig. 45) 

Sia AS I' altezza cercata . Posto un grafomelro nei 
punto B , si misuri I' angolo SCD ; quindi posto 1' istru— 
mento in B' sul!' allineamento del punto B e del piede 
della torre , si misuri 1' angolo SCD , e la dislonza 
BB'^CC . Dal triangolo SCC abbiamo 

MI SC __ senSC'D_ genSC'P 
^ ' CC seui>SC ,=: sen(SL: U— SL'U) * 
poiché SCD=CSC'+SC'D . Il triangolo rettangolo SCD , 
dà SD— SC sen SCD ; sostituendo in questa ad SC il suo 
valore che ci somministra la (4) avremo 
„ n _ rr , senSCIÌsenSC' D 
sen (SCD-S<;'D) ■ 
Aggiunto a SD 1' altezza del piede del grafometro si ot- 
tiene V altezza richiesta della torre . 

4 50, Succede talvolta che dopo avere fatla la stazione 
in B non si trova nella direzione orizzontale di AB un 
punto B' allo stesso livello del piede A della torre; in tal 
caso si sceglie sul terreno un punto qualunque R , per 
modo che si possa misurare la distanza Bft\ ; quindi si 
misurano gli angoli DCH , e DIIC : ciò posto si potrà ri- 
solvere il triongolo DHC , ed ottenere così il lato DC , 
che appartiene ancora al triangolo SDC , nel quale si co- 
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noseono pure gli angoli . Si potrà dunque calcolare 1' al- 
tezza SD , ed aggiuntovi BG— AD otterremo 1' intero al- 
tezza della torre AS . 

451. Non trovandosi un punto R. tale da potere sco- 
prire il punto D, si misureranno gli angoli SHG, SGH; ri- 
solvendo quindi il triangolo SHG si avrà la distanza SG ; 
quindi misurando 1' angolo SCD , otterremo tulli gli ele- 
menti necessari per calcolare il triangolo rettangolo SDC, 
nel quale si conoscerà 1' ipotenusa ed un angolo acuto j 
ii' onde rileveremo 1' altezza SD e quindi AS . 

452. IV. Calcolare i' allessa di un edijìzio di cui il 
piede è inaccessibile ed il terreno circostante inclinalo. 
Sì ponga successivamente il grafometro (fig. 46) in due 
luoghi ad una conveniente distanza , e dai quali si veda 
il piede e la sommità dell' edilìzio. Si misuri la distanza 
BB'=CC' che passo fra le due stazioni , e quindi si mi- 
surino ancora gli angoli SCZ , SCA , ACC' , AC'C ; il 
primo dei quali sarà uguale all' angolo ASC . Del trian- 
golo ACC' si conoscono i due angoli adiacenti al lato CC' 
già misurato , però potremo calcolare AC . Del triangolo 
SAG sono noti i due angoli SCA ed ASC ed il lato AC j 
calcolato adunque il lato SA otterremo I' altezza richiesta. 

453. V. Calcolare V altezza verticale di una monta- 
gna . o $3- *n ■ 

Posto successivamente il grafometro in due luoghi B 
e C convenientemente distanti, dai quali si veda !a som- 
mità S della montagna , si misurinogli angoli SBC ed 
SCB formati dalla linea BC con i raggi visuali diretti da 
B in S e da C in S ; quindi si misuri la base BC . Risol- 
vendo il triangolo SBC di cui si conosce un Iato e due 

(•) Quando sarà possibile sì valuterà col barometro essen- 
do più vantaggioso . 
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angoli adiacenti otterremo il valore di SB. Misuralo nella 
stazione II l' angolo SBE formato dal raggio visuale BS 
colla verticale BE resta determinato il triangolo rettan- 
golo che possiamo immaginare SBH , poiché di esso si 
conosce la ipotenusa BS e l'angolo acuto IISB per essere 
uguale all' angolo misurato SBE; e conseguentemente ot- 
terremo il valore di SII che ci rappresenta V altezza ver- 
ticale della montagna al di sopra del piano orizzontale 
che passa pel centro del grafometro . Aggiunto a tale al- 
tezza quella dell' ist rumente- il problema sarà risoluto ■ 
Posto BC=6, CBS=a, SCB=/3 , SBE=y ; 



Dal triangolo rettangolo SUB abbiamo (92) SII=SBcosy, 



SÌ può nel modo stesso calcolare T altezza verticale S'II' 
di un altro punto S' al dì sopra del piano orizzontale che 
passa per la base B. La differenza di tali altezze US— II'S' 
valuta la distanza fra due piani orizzontali condotti re- 
speltivamente nei punti S ed S 1 , il che si appella diffe- 
renza di livello fra delti due punti . 

Se la base BC si potesse prendere in un piano verti- 
cale passante per 1' altezza da calcolare SII , basterebbe 
misurare gli angoli SC'B , SBH formati dal raggi visuali 
C'S , BS coli' orizzontale C'H . 

Posto llS=x , $C=a , SC'B^J , SBH=; . 
Dai triangoli rettangoli SC'H ed SBH abbiamo (93) 
#~HC , tang#,^HBtangs;d'ondeIIC'==rcot£HB=.rcoU. 

HC— HB=a^3r(cotJ— cote)^c^^ , e finalmente 



abbiamo (91) dal triangolo SBC , SI 




dunque 



SII=' 




«sentasene 
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454. Le alleile determi nate - -con i melodi precedenti 
abbisognano di alcune correzioni quando è molto grande 

10 disianza dall' osservatore all' oggetto . La prima di- 
pende dal non essere lo stesso 1' orizzonte dell' osserva- 
tore , e V orizzonte dell' oggetto osservato . Sia (fig. 48) 
C il centro della terra (*) , R la cima della montagna , A 

11 punto da cui fu osservato 1' angolo di elevazione RA6; 
XRY perpendicolare a CR è l'orizzonte dal punto R ; si- 
milmente BAD perpendicolare a CA è l'orizzonte del pun- 
to A . Togliendo CE— CA , RE sarà la vera altezza del 
monte per rispetto al punto A . Condotta la corda AE il 
vero angolo di elevazione del monte sarebbe RAE . Ma 
RAB è I' angolo di elevazione apparente, cioè quello va- 
lutato cogl' islrumenti , il quale è sempre relativo al- 
l' orizzonte BAD dell' osservatore ; dunque 1' altezza del 
monte determinala con i melodi precedenti sarà BR e non 
RE . Occorrerà adunque aggiungere a BR la BE il cui 

valore potrà rappresentarsi da : infatti la tangente 

AB è media proporzionale tra la secante intera BS e la 
sua parte esterna BE , cioè 

BS : AB — AB : BE 

d' onde BEJ'= IF d „ , 

BS 2EC+BE 

ma BE è sempre piccolissima rapporto al diametro della 

terra SEC , e possiamo ritenere senza errore valutabile 

in pratica BE= ^ . 

Nel misurare le altezze abbiamo supposto RBA— 90° , a 



(■) Quantunque la terra non sia esattamente sferica , la 
consideriamo tale . 
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rigore RBA^0 o -r-O=BylC-t-C ; ma poiché C è di po- 
chissimi mimili , si può risolvere il triangolo UBA rite- 
nendolo rettangolo in B , senza sensibile errore nel cal- 
colare I' altezza BR . 

455. La seconda correzione dipende dall' errore che 
producono le retrazioni nel prendere gli angoli di eleva- 
zione come BAR . I raggi di luce che passano obliqua- 
mente per 1' atmosfera , si piegano di continuo verso la 
terra , per causa dell' attrazione progressivamente più 
grande che provano nel traversare gli strati sempre più 
densi dell'atmosfera. Tale piegamento dicesi refrasione; 
ne risulta che ì raggi descrivono una linea curva, e l'oc- 
chio vede 1* oggetto sulla tangente di questa curva , però 
la refrazione fa vedere gli oggetti più elevali di quello 
che lo siano in realtà . Le operazioni trigonometriche 
hanno fallo conoscere che nello stato medio dell' atmo- 
sfera la refrazione è circa un dodicesimo dell' arco che 
misura la distanza ella quale si vedono gli oggetti . Ma 
I' incostanza delle refrazioni non ci permette di ritenere 
come esatta lai regola . Lambert , Lalande , Cassini , 
de-Thury, e molti altri ritengono che la refrazione cor- 
risponda alla li." parte dell' arco suddetto ; Boscovich 
e Maire alla iS.' La retrazione è soggetta a variare da 
un momento all' altro per molle cause delle quali non 
possiamo trattare in questi elementi . 

456. VI. flelermirinre la profondità BH , cioè la dif- 
ferenza di livello fra un punto di stazione C ed il fon- 
do Bdi una valle .(fig. 49) 

Da impunto G di livello con C si misura l'angolo EDB, 
e dalla stazione C 1' angolo DEB . Risolveodo il triangolo 
DEB, nel quale la distanza DE=CG può essere misurata , 
si avrà il lato BE ; quindi misurando la distanza zenitale 
di fi al punto E si avrà I' angolo AEB , cioè l'angolo ehe 
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la visuale EB fa coli' orizzonte EA . Conosceremo adun- 
que del triangolo rettangolo EABla ipotenusa BE e l'an- 
golo acuto AEB; conseguentemente potremo calcolare la 
profondità AB , da cui sottraendo AH=EC , altezza dello 
strumento , otterremo la profondità BH della valle , ov- 
vero la differenza di livello fra i due punii C e B . 

45T. VII. Calcolare ladistansa daunpunto A acces- 
sibile ad un punto C inaccessibile . 

4." Quando il punto C è visibile dal punto k . Trac- 
ciala e misurato In base AB {fig. BO) (439) , si pone il 
grafometro nel punto A e si misura 1' angolo BAG che 
forma il raggio visuale diretto ai punti B e C ; quindi si- 
tualo lo strumento stesso nel]' altro estremo B si misura 
l'angolo ABC. Del triangolo ABC si conosce il lato AB=c, 
e i due angoli adiacenti A e B . Sarà C=180 — (A+B) , 
e la distanza richiesta (94) AC— b== . 

2." Quando il punto C è invisibile dal punto A. Si fo 
passare dal punto A (fig. 51) una retta BD dalla cui e- 
stremità possa vedersi il punto C . Misurate le distanze 
AB, AD, e gli angoli CBD, CDB, avremo C=480— (B+D), 
e (91) CD=j^jpBD , cosi potremo risolvere il triangolo 

ADC , del quale si conoscono i due lati AD e DC e I' an- 
golo compreso BDC.ed otlenere la distanza cercata AC . 

458. Vili. Determinare la distanza di dite punii C e 
D inaccessìbili ma visibili . {fig. 52) 

Tracciata sul terreno la base, e misurata questa e gli 
angoli a , f3 ed a' , |S' colle solite regole , conviene pri- 
mieramente trovare il valore dei due lati AD=c e AC— d. 
Del (riangolo ABD si conosce il lato AB e gli angoli (3, a', 
però otterremo (91) il lato c=AB se ^""^ , (4) poiché 
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ADB=i&0°— (a'+jS) . Del triangolo ABC sono noti idue 
angoli a, (3 1 ed AB, però avremo (91) (J=AB^~^y (2) , 

essendo ÀCB=Ì80°— («+£') . 

Determinati così i lati c e d dei triangolo ACD del quale 
si conosce 1' angolo CAD~a — /5=y compreso fra essi , 
potremo dedurre (109) la distanza CD . 

L' angolo y quando i punti A , B , C , D non si trovas- 
sero nello stesso piano occorrerebbe misurarlo diretta- 
mente . 

459. Quando non si potesse misurare comodamente la 
base AB dai cui estremi si vedono i punti C e D , potre- 
mo determinare tal base misurandone allra BM che muo- 
vendosi da uno dei punti A o B , venga a formare un 
triangolo per esempio BMA, del quale si conoscerà il lato 
BM e i due angoli ABM e BMA , die potremo misurare . 
Conseguentemente si calcolerà la distanza o baso AB. 

460. IX. Tre punii A, B, Csono dori sopra una carta 
e corrispondono a tre punti A' , B' , C , del terreno ; 
(rotiare sopra tate carta la posizione di un quarto pun- 
to M corrispondente ad un punto M' dei terreno invisi- 
bile da A' , B' , Ce dal ouoie sono siali misurali gli 
angoli AMC=a , BMC=,3 (') . (fa. 53) 

Sia BC=b , AC=6 , AB=c , AMB=«+j3 . 

La somma degli angoli del quadrilatero AMBO è uguale 
a 560". Bappresentiamo con x ed y respettivamente gli 
angoli MAC c MBC , avremo : 

,r„ic (!) *±»= ls o--(5±ja)=M 

('] Può avvenire questo caso, per es. allorché si scorgono 
soltanto dui punto M' le sommità di torri o di alberi dove non 
si possa ascendere per vedere il punto W . 
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dall' essere i tre punti A,B,C dati di posizione si co- 
nosceranno tutti gli elementi del triangolo ABC; il valore 
dell' angolo ACB=C essendo adunque nulo , per mezzo 
dell' equazione (-1) otterremo la semìsomma degli angoli 
x ed y . Dai triangoli AMC , CMB abbiamo : 

MC:AC=senx:sen« , MC:BC=seny:sen/3 d' onde 



h so ni (iseny spiì;f_ 

(2) 



MC=— = 



sena?— setit/^ ascn*— Wnjs I»ng '/'. (i — y) 

dalla quale formula otterremo '/, (x — i/)=H, cioè la se- 
midi He renza degli angoli x e y , e poiché '/'a (x+y)=M, 
per la trovata eguaglianza (il) ne risulterà: 

x=M+K , tf=M— H . 
Conoscendo i due angoli MAC , MBC potranno calcolarsi 
le lineo AM , CM , BM poiché in ciascuno dei triangoli 
AMC , CMB , si conosce un lato e due angoli . 

-161. Per applicare il calcolo dei logaritmi alla deter- 
minazione del valore di una espressione numerica oc- 
corro che contenga soltanto fattori monomj . Rendiamo 
adunque calcolabile coi logaritmi la formula (2) , il che 
otterremo dividendo per 6sen/3 il numeratore e denomi- 
natore della frazione media , e ponendo quindi 
tangp=|^|^ , poiché variando ie tangenti do zero all'in- 
finito quando gli archi procedono da 0" a 90" , ne segue 
che ogni valore finito potrà riguardarsi come tangente di 
un certo angolo; perciò f sarà determinalo, ed avremo : 

5+ 1 u,,ef+1 

tang^,-lang( ? -45>ng(180'-^±^) 
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formulo calcolabile coi logaritmi che ci farà conoscere 
la semid inerenza dei due angoli x e y . 

Supposto C+«+,2=ì80°, 
per la equazione del numero precedente 

aH-tf+C+a+j9=36O 0 , avremo 
x+y= 180' , c 

d' onde- 45° 
Il problema sarà dunque indeterminato , poiché gli an- 
goli x ed y potranno ricevere tutti i valori conciliabili 
colla condizione x+y=iS(f . Infatti il circolo condotto 
pei punti A , C , B dovendo , per Ì' ipotesi stabilita, pas- 
sare ancora pel vertice dell' angolo ix+fi del quadrilate- 
ro , i due segmenti capaci respetlivamente degli angoli 
v. e fi coincideranno , e 1' arco ad essi comune sarà il 
luogo del punto H . 

La condizione f=45° potrà aver luogo senza che sia 
«-t-/3+C=180° ; in tal caso il problema resterà deter- 
minato e sarà x=y . 

La soluzione grafica di questo problema è semplicis- 
sima . Basterà descrivere sulle linee AC e CB che con- 
giungono i punii dati, (iue segmenti circolari respetliva- 
mente capaci degli angoli cogniti a e fi , e V intersezione 
M degli archi darà il punto richiesto . 

■162. X. Cojiosceniio le ilucparli AB~a , e CD— 6 di 
una linea reità che attraversa un luogo non misurabile 
colla canna , trovare la parte compresa BC=:c , per 
mezzo degli angoli x , fi , 7 , osserunfi" ila un punto di 
stazione 1!, d' onde si scorgono i punii A, B, C, D della 
reità AD . (Jig. 54) 

Sia !' angolo ABE— p , e I' angolo BCE=a» . Tali an- 

Fr, scolisi — Trigonometria ' 
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goli non sono dati , ma siccome y è esterno ropporlo al 
triangolo BCE abbiamo jfe=$-t-a» e (1) a>=p— (3 , ugua- 
glianza clie serve ad eliminarli dopo averne fatto uso per 
trovare la relazione che unisce i dati coli' incognita del 
problema . 

Dai triangoli ABE , AEG abbiamo respeltivamente 
a : AE — sena ; seny , AE : a+x — sena : sén(«+/5) . 
Moltiplicando tali proporzioni , ponendo in luogo di » il 
suo valore (i) , e sopprimendo AE , trovasi 

a : a+x = senetsenff — j5) : seoysen(a+/5) . (2) 
Considerando i triangoli EDC , EDB ed osservando che 
gli angoli ECD ed EBC , supplementi degli angoli a e f , 
hanno gli stessi seni di questi ultimi , si otterrà 

b : b+x — senyseny : sen(p — /3)sen(/3+y) ; (5) 
moltiplicando termine a termine le proporzioni (2) e (3) 
e dividendo il secondo rapporto per seny sen(p — (S) si avrà 
ofc(a+sc)(6+!B)=sen«sen"/:sen(«+/S)sen(/3+y), d' onde 
a ' +(g+ 6 >+00 S ° Dl '+^;y y)a ^0 

2 V & ~*~ scu«senv 
In pratica potremo spesso ottenere a—.b , ed in tale ipo- 
tesi la formula precedente si riduce a 

rappresentando con Y il secondo termine . 

465. XI. Prolungare sui terreno una lineo retta al 
di là di un ostacolo , il quale non permette di prendere 
un allineamento . 

Sia CD la linea retta che vuole continuarsi al di là di 
un monte K. . (fig. 55) 

Si stabilisca una stazione in un punto A del terreno dal 
quale si vedano i punti C e D ed il suolo su cui vuoisi 
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continuare la traccia in linea retta al di là del monte . 
Misurato colla canna metrica la distanza CD , e col gra- 
fometro gli angoli adiacenti a , e fi , potremo colla riso- 
luzione del triangolo CAD ottenere le distanze AC ed AD . 
Dipoi si diriga dalla stazione A un raggio visuale arbi- 
trario ad un oggetto qualunque E' al di là del monte , e 
si misuri I* angolo CAE' . La retta AE' dovrà incontrare 
il prolungamento di CD in un certo punto E per modo da 
formare il triangolo ACE , il quale possiamo risolvere 
conoscendo il lato AC e i due angoli adiacenti , così ot- 
terremo la misura della distanza AE, e conseguentemen- 
te resterà determinato il punto E dal quale dovrà pas- 
sare il prolungamento della retta CD. Si formi nel punto 
E un angolo AEF uguale al supplemento dell' angolo noto 
AEC ; è chiaro che il lato EF sarà la direzione cercata 
secondo la quale dovrà operarsi la traccia sul terreno . 

Se la distanza CD fosse inaccessibile converrebbe mi- 
surare un altra base AB ; quindi calcolare i lati AC ed 
AD risolvendo i triangoli ACB, ABD , e conoscendo 1' an- 
golo CAD , si ottiene CD ; nel rimanente si procede co- 
me abbiamo indicato superiormente . 

Riduzione degli angoli al centro della italiane . 

-164. Nelle operazioni dell' agrimensura ec. , spesso 
accade che non si può situare esattamente lo strumento 
al centro degli oggetti presi per punti di osservazione : 
siamo allora obbligati di ridurre gli angoli osservati a 
quelli che si sarebbero trovati se lo strumento fosse stalo 
situato al centro . Se, per esempio, si trattasse di osser- 
vare I' angolo ACB=C (fig, 56) dal punto C determinato 
dai suoi rapporti con altri punti , ma al quale non pos- 
siamo acrostarci che ad una piccola distanza CO, perchè 
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questo punto è la sommità di una torre, 1* angolo AOB=0, 
misurato dal punto 0 , ove fosse stato posto lo strumen- 
to, differirebbe in generale dall'angolo C che si tratta di 
determinare . Le operazioni numeriche per mezzo delle 
quali dall' angolo 0 si deduce I' angolo C, portano il no- 
me di riduzione al centro delta stazione . La distanza 
. CO— r compresa tra il centro della stazione, ed il punto 
0 d* onde si osserva , si chiama distanza dai cenlro . I 
lati CA=g,CB— ti dell' angolo al centro sono i roggi 
centrali . Gli angoli formali dai raggi visuali e dai raggi 
centrali si chiamano angoli opposti alla distanza . 

-105. Prodleiha. . Trovare il vero angolo al centro C 
in funzione di '/ne/lo 0 osservato fuori del centro e de- 
gli altri elementi cogniti . 

Si ritiene la figura e le denominazioni del numero pre- 
cedente ; la distanza r si suppone determinata colla mi- 
sura diretta o con altro mezzo somministrato dalla geo- 
metria , così i/=GOA . 

Sarà ATB=0-r-TBO=04-CBO, ATB^C+CAO, d'on- 
de 0+CBO=:C+CAO ; e C=0+CBO— CAO . 

Dai triangoli , BOC e ACO si ha (9i) . 

sen CBO= fse "' Q+s) , set, CAO=^ . 

d g 

Atteso la piccolissima disianza dal punto C al punto 0 in 
confronto dei due Iati g e d i due trovati seni saranno 
piccolissimi ; possiamo perciò supporrli proporzionali ai 
loro archi , cosi avremo 

CBO:senCBO— l":sen -1", CAO:senCAO=l":seni" 
CEQ= sciiCIKt = rseii(Q-t-;,) CAO= S -5!^^=^^- 
seni" dr.ual" ' scul" jseal" ' 

er,»,ln„n.= C=0+'' "' i "+' ) ™"' . (I) 
Quanto a ci e g potranno aversene i valori se non assoluti 



Digitized by Google 



APPLICAZIONI DELLA TRIGONOMETRIA 401 

almeno abbastanza approssimati calcolando il [riangolo 
ACB iteli' ipotesi assai vicina al vero d'i C— 0 ; oppure 
dopo averli calcolati dietro questo supposto, si applicherà 
a C il valore che ne proverrebbe dalla formula trovala , 
e di nuovo calcolato il triangolo si avranno g e d con tale 
precisione da non lasciare dubbio sopra il nuovo valore 
che la formula darà per C . Tale diligenza sarà necessa- 
ria quando la distanza CO sia grande. Nella formula (i) 
il primo termine della correzione sarà positivo se I" an- 
golo O+ij è compreso fra 0° e 180° , e negativo se ol- 
trepassa 180° . 11 contrario avrà luogo nelle slesse cir- 
costanze pel secondo termine , il quale dipende dall' an- 
golo di direzione y . 

466. È da avvertirsi che l'osservatore rispetto al cen- 
tro ed agli oggetti può trovarsi in altre due posizioni dif- 
ferenti da quella contemplata superiormente , cioè in 11 
nella direzione stessa del centro con uno degli oggetti , 
oppure in una direzione intermedia nel punto N . 

Ridurre aW orizzonte una lìnea retta . 

467. Allorché si misura una lunghezza sopra un ter- 
reno inclinalo , conosciuta la sua pendenza , converrà 
calcolare la proiezione AB della distanza CB, cioè (Jìij 57) 
ridurre una retta all' orizzonte . 

Sia <p V angolo d' inclinazione della retta data CB sni- 
I' orizzonte rappresentato dalla linea yij' . La proiezione 
di tal retta è BA , e la verticale del punto C è CA . T)a| 
triangolo rettangolo BAC , abbiamo (92) 

g=mcoS0 ; posto BC— m , AB~x . 
Però la lunghezza ridotta x, uguaglia la distanza misu- 
rata moltiplicata pel coseno dell'angolo tp d' inclinazione. 
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Riduzione di un triangolo e dì un angolo all' orizzonte. 



468. Accede raramente clic i segnali si trovino in un 
piano orizzontale , allora non sono gli angoli i punti e le 
distanze osservate elio debbonsi portare sul disegno del 
piano , ma bensì le loro proiezioni orizzontali (jig. 58) . 
Siano per esempio A , B , G , D diversi oggetti disugual- 
mente elevati sopra ii piano orizzontale MW , sul quale 
un osservatore posto in 0 prende gli angoli BOC , BOA , 
AOD , DOC . Tali punti saranno rappresentati sul piano 
MH , dalle proiezioni a. b,c,d,o ,e la somma di tulli 
gli angoli del punto o sarà uguale a quattro angoli retti ; 
talché servendosi degli angoli osservati , e non di quelli 
ridolti o proiettati hoc , boa , aod , duo , la cui sommo 
nel caso della nostra figura è maggiore di quattro angoli 
retti non si potrebbero segnare 1' uno accanto ali' altro 
senza fare entrare I' ultimo DOC nel primo BOC , e per 
conseguenza le linee sulla carta non indicherebbero le 
relazioni delle diverse parti del terreno , poiché il punto 
C dell' angolo DOC non coinciderebbe col punto C del- 
l'angolo BOC , quantunque tali punti si confondano sul 
suolo. 

L' osservatore dovrà adunque per quanto è possibile , 
scegliere oggetti il cui livello apparente sia sensibilmente 
lo stesso del suo , perchè nel caso contrario , occorrerà 
operare le riduzioni che formano 1' oggetto dei seguenti 
problemi . 

469. I, Ridurre ie parti di un triangolo ad un mede- 
simo livello (fig. 59) . Se il segnale veduto dai punti A e 
P è la sommila di un edilizio o di una montagna B. , più 
elevato di essi punti della quantità ER. , si tratta di ri- 
■ durre il triangolo APR. al triangolo APE del quale i tre 
vertici *' intendono posti a distanze uguali dal centro della 
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terra . Si considero RE perpendicolare ad AE ed a PE 
essendo insensibile in pratica l'errore di late supposizio- 
ne . È chiaro clic nei due triangoli non vi sono elementi 
uguali ad eccezione del Iato comune AP . 

In primo luogo siano stati detcrminati con i metodi 
noti gli elementi del triangolo APR, e cerchiamo l'angolo 
PAE=«, essendo dati PAR=y, e I' angolo di elevazione 
EAR=j3 . Dei due triangoli rettangoli AER , PER aventi 
il cateto comune RE— h , posto AR=j , AE— k, PRzzif. 
PE=i , ÀP=m , EPR= I 5' , APE— a , avremo 
h*=g'—k ì =f , —V ci' onde g'—f'=k'—i' , aggiun- 
to ai due membri dell' equazione ni 3 e divisi per 2m ot- 

,.„,„„■ Stì^^-tg^. ■„ 

ma dai triangoli ARP , AEP abbiamo (96) 

geo?-/— m —, ftros«= m + 2m~* sos,itmt ' questi 

valori nella (4) si ha <jeosy=^fccos« , ma fe=oeos/5 , 

, COSy _ . , cos/ 

dunque cosst^^^- . Similmente trovasi cosk=^-^,- 

D' onìic risulta !a seguente regola generale per ridurre 
gli angoli che hanno il vertice sul piano di riduzione : il 
coseno deli' angolo ridotto i uguale al coseno dell' an- 
golo osservalo , diviso pei coseno dell' angolo di eleva- 
zione . 

Falla la riduzione degli angoli y,y sarà cognito il terzo 
angolo a; . La riduzione dei lati si ottiene dalle formule 
k=geo$p , f=/cosjS' . 

i70. li. Ridurre all' orizzonte V angolo ARP=a dei 
triangolo APR indipendentemente dagli altri due angoli 
del triangolo . 

I triangoli APR , APE avenli il lato comune m ci dan- 
no (96) m*=0'+r— 2fli/i<wo , m'=k'+i'— Micosx , 
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e fnlle le opportune operazioni si ha cosx—^— ^~ l1 ■ 

Ma dai triangoli rettangoli RAE , RPE abbiamo ancora 
(92) fc=fjcos/S . f=/co»£' , ft~-psen^ , ft=/senj3' ; 
colle opportune sostituzioni e riduzioni trovasi 

cuS(aco.'(3 v ' 

II coseno de/1* angolo ridotto è uguale al coseno del- 
l' angolo osservato meno U prodotto dei seni degli an- 
goli di elevazione, tutto diviso pel prodotto dei coseni 
degli stessi angoli di elevazione . 

Tele formula servirà adunque per ridurre I' angolo 
unico avente il vertice fuori del piano di riduzione . 

AH' uopo di trasformare la formula (2) in un altra a- 
datta al calcolo logaritmico abbiamo dalla (2) del n.° (ìO 

2sen" ^-^l — c °sx \ sostituito a cosar il valore (2) 

c falle le opportune riduzioni , riflettendo che 

cos(/5'— /S)=eosj3cos;3'+sen/3sen/S' , si ha 



e W cow'-coM+sengse^ 
2 V Scossosi' ~V 



f-Vs 



ma per la formula (4) del n.° 72 

rappresentando con K il prodotto dei due senij e finalmente 
, formula richiesta . 



COS^COSyi' 

■171- Invece di tutte le precedenti riduzioni si potreb- 
bero risolvere i triangoli RAE , RPE , e dopo avere de- 
terminali i lati del triangolo APE calcolare gli angoli dello 
stesso triangolo colle formule de! n."° -Ufi. 

172. Con V ingegnoso meccanismo dei teodoliti si può 
ottenere di ridurre ciascun angolo a! piano dell' orizzonte 
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dui luogo di osservazione senza ricorrere ni calcolo ; ma 
non si hanno sempre lati strumenti a propria disposi— 

473. Problema . Dal vertice di un allessa data, mi- 
surare la distanza orizsontale fra fine oggetti depressi. 

Sia K(fig. 5») impunto elevatodella quantità nota REsnl- 
l'orizzontc comune agli oggetti A e P; e si voglia determi- 
nare, stando in R, la distanza AP . Misurato I" angolo di 
distanza ARP=a , e quelli di depressione , ossia i com- 
plementi di PRE , ARE , e ridotto il primo di tali angoli 
od AEP— x per mezzo della formula (2) : gli altri due 
angoli col lato RE serviranno a calcolare AE e PE. Adun- 
que risolvendo il triangolo AEP del quale si conosce un 
angolo con i due lati che lo comprendono , otterremo la 
distanza cercata AP. 

Potremo però dallo sommità di una montagna deter- 
minare le posizioni dei paesi nelle sottoposte valli senza 
avere bisogno di misurare una base, essendo agevole ri- 
levarne V altezza mediante il barometro . 

Cenni sulla kvata dei piani . 

4 74. Per levare una pianta si richiedono due distinte 
operazioni : le une si eseguiscono sul terreno , le altre 
sulla carta . Le prime hanno per oggetto di misurare le 
distanze dei diversi punti scelti sul terreno, ugualmente 
che le relazioni angolari tra lo lince rette che uniscono 
questi punii , per potere dividere il terreno in una serie 
di triangoli . Nelle seconde si tratta di costruire in pic- 
colo sulla carta una figura simile , vale a dire una serie 
di triangoli i cui angoli siano uguali respellivamente agli 
angoli dei triangoli sul terreno, ed i cui lati siano propor- 
zionali ai corrispondenti lati del suolo . I vertici degli 



Digitized by Google 



i 06 CAPO IV. 

angoli riferendosi generalmente ai punii principali del 
terreno , questi punti si trovano pure fissati sulla carta, 
e per avere una rappresentazione fedele del tratto di paese 
misurato basta disegnare gli oggetti facendo uso di traiti 
più o meno vivi , di colori e di altri segni convenzionali 
capaci di dare a ciascun particolare il suo carattere di- 
stintivo . 

L' arte di levare di pianta, astrazione fatta da ciò che 
appartiene all' arte del disegno , ridotta al suo elemento 
primitivo , non è che la costruzione sulla caria , di un 
triangolo simile ad un triangolo dato , operazione facilis- 

475. Valendo immediatamente rappresentare sulla 
carta tutte le particolarità di un terreno , può farsi uso 
della tavoletta (434) , che rende inutile la misura degli 
angoli, e sotto questo rapporto presenta grandi vantaggi 
quando per altro si tratta di un terreno di piccola esten- 
sione; se la estensione del suolo è molto grande, rendesi 
indispensabile di eseguire separatamente le due distìnte 
operazioni superiormente accennate, e la formazione dei 
triangoli, con i quali occorre coprire il terreno, talvolta 
presenta delle difficoltà che potranno superarsi ricorren- 
do a quanto fu esposto nei paragrafi preredenti . Il piano 
si appella in quest' ultimo caso topografico, nel quale si 
debbono distinguere tutte le particolarità cioè, case, mu- 
lini , fiumi , strade ec. . . . 

176, Dieesi rete topografica^ serie dei triangoli proiet- 
tati sul piano orizzontale , alla quale rete si aggiunge il 
nome di trigonometrica allorché viene determinata per 
mezzo del calcolo dei triangoli , e quando non è pura- 
mente data dalle operazioni grafiche . Si dà poi il nome 
di triangolazione alla operazione per mezzo della quale 
si determina detta rete . Appartengono alla topografia ed 
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alla geodesia le nozioni su lai proposito. Noi accenneremo 
1' impiego della lavolelta nei seguenti cosi semplicissimi. 

-177. Disposto lo specchio della tavoletta orizzontal- 
mente per mezzo del livello ;t 51), proponiomoc'nli levare 
I' angolo (JSo. 60) formato da due oggetti B e C veduti da 
iuta staziooe \, alla quale sul terreno si suppone corri- 
spondere a piombo un punto a della tavoletta : si adatti 
primieramente sopra questa una carta ben lesa , quindi 
si miri successivamente ai punti R e C del terreno , po- 
nendo I' alidada contro il punto a ; è evidente che la li- 
nea di Tede dell' alidada verrà a trovarsi prima nel piano 
verticale che passa per BX , e poi in quello condotto per 
CX . Trovandosi lo specchio orizzontale , dovrà il mede- 
simo per conseguenza essere in pari tempo perpendico- 
lare ai due pioni predetti di collimazione , e perciò l'an- 
golo bac dato dalle trame ab ed oc dei due piani verti- 
cali sulla tavoletta , sarò I' angolo Tatto dai due piani 
verticali passanti per i punti XB ed XC . La lavolelta 
somministra adunque il mezzo di potere direttamente 
tracciare ongoli sopra un pieno orizzonlele , indipenden- 
temente de ellre costruzioni e dal calcolo . Su tale pro- 
prietà è fondato essenzialmente il suo impiego nella le- 
vata dei piani . Sarà facile determinare sul terreno il 
punto corrispondente a quello a dello carta, sospendendo 
succrssiveniente agli orli m ed n della tavoletta fin piom- 
bo che scenda a pelo del suolo, e trasportando sopra que- 
sto una delle due distanze am od an . 

Volendo conoscere di quanti gradi è I' angolo bac , si 
ricorrerà al rapportatore, facendocorne fu detto al n.M37. 

478. Per levare la pianta di un terreno ABCDEF per 
mezzo della tavoletta (fig. 61), st pone essa nell' interno 
di tale terreno in modo che il suo piano sia esattamente 
orizzontale . Si forma una scala di proporzione in metri 
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corrispondenti alla grandezza che si vuol dare a! dise- 
gno, quindi per mezzo del declinatore si orienta il pioni) 
ionie si dirà in appresso. Successivamente si dirigerà 
I alidada nelle direzioni dei punti A,B,C,D,E,F 
nei quali si porranno dille biffe , se in taii punti non vi 
siano oggetti che ne possono fare le veci , come alberi 
ec. . . , e si avrà cura di farla girare costantemente in- 
torno al punto g scelto convenientemente sulla carta ben 
tesa . In ciascuna direzione cominciando dal punto g , si 
tirerà una linea lungo 1* alidada : quindi dopo avere mi- 
surato sul terreno le distanze dal punto G, che corri- 
sponde a g sulla tavoletta, da tutti i punti di mira, si dan- 
no alle linee giù tirate , e partendosi dal punto g delle 
lunghezze proporzionali a queste distanze facendo uso 
della scala metrica già disegnata. Così si determineranno 
immediatamente i punti a , b , c , A , e , /"del piano , i 
quali rappresenteranno respetlivamente i punti A , B, C, 
D , E , F del terreno, ed unendo questi punti a due n due 
per mezzo di linee rette la figura abedef sarà il piano 
del terreno proposto sulla tavoletta MH . 

479. Conviene sempre fissare la posizione della pianta 
rispetto ai quattro punti cardinali , e ciò chiamasi 1' o- 
rientamento . Il declinatore serve , come fu accennato 
superiormente, ad orientare la tavoletta collocandolo sul- 
lo specchio della medesima , e facendo in modo che si 
stabilisca I' ago calamitato sul diametro 0°, 180° ; si 
traccia quindi sulla carta il contorno del declinatore e la 
linea AB indicherà la direzione del meridiano magnetico: 
occorrendo dì fare un altra stazione si otterrà 1' orienta- 
mento approssimativo , collocando nuovamente il decli- 
natore nel contorno precedentemente tracciato, e facendo 
quindi girare lo specchio finché l' ago magnetico segni 0". 
Volendo orientare una levata secondo il meridiano vero. 
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si dispone il declinatore in guisa che 1' ago calamitato 
segni un angolo uguale a quello della declinazione del 
luogo ; e così la linea , die sarà tirata lungo il lato AB 
segnerà sulla lavoletta il meridiano terrestre . 

180. Quando la tavoletta non può collocarsi entro il 
perimetro del suolo di cui vuoisi la pianta , sì misurerà 
sul terreno una base {{ig. 62Ì AB , dalla cui eslremità 
si possa vedere un eerto numero di oggetti 0 , C , D ; e 
situeremo in primo luogo la tavoletta nel punto A in una 
posizione orizzontale . ed in modo che il punto a corri- 
sponda perpendicolarmente al punto A del terreno. Posto 
in B una biffo che sì possa mirare da a per i traguardi 
dell' alidada si traccia la reità ab di grandezza nota nel- 
la direzione del punto a e della palina B , la quale retta 
rappresenterà la base AB già misurata; dipoi si dirigono 
dal punto a verso gli oggetti 0 , C , Di roggi aO , «C , 
oD, e si tracciano sulla carta. Trasportata la tavoletta al 
punto B , dove faremo una seconda stazione , in modo 
che il punto b corrisponda perpendicolarmente al punto 
B, eia retta ab coincida colla direzione del raggio vi- 
suale diretto dal punto b ad una biffa collocata in A ; 
quindi dirigendo da b verso i punti 0 , C , D i raggi bO, 
ÒC , ZiD ; questi raggi laglieranno i primi oO , oC , oD 
nei punti o , c , d , ed otterremo sulla tavoletta , la fi- 
gura aocdb simile a quella AOCDB del terreno condu- 
cendo le rette oo , oc , ed , dò . 

In tale pianta gli angoli e conseguentemente le lun- 
ghezze delle lince che ad essi terminano, eccetto la base 
ab che è stata misurata , essendo dati per mezzo d' in- 
tersezioni, che possono non essere perfettamente esotte, le 
posizioni respeltive degli oggetti sulla carta riescono lai- 
volta fallaci . Volendo adunque levare un piano con esat- 
tezza occorrerà riccrrere all' operazioni trigonometriche. 
Francolini — Trigonometria 
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Applicazioni numeriche . 
181. Problema I àcln, 99. Doli o=W65™,3o;B=35«17 , 42",17 
Calcolo di C . 89" 59' 60" 

B=35" 17' 42", 17 

C^54° 42' 17", 83 valore trovalo 

Cale. dib. Iogs=3.6780948 902 

log sei)D^Ì.7C17G78 014 46 

594 

1oe6=3,4398G26 6— 2753™,338 297 
535 valore trovalo 2079 



Caie. die. logo— 3,6780948 

log cosB="l,9117900 783 

; 1043 



26 er=3889 m ,420 
— valore trovalo 



C i/o— 6 1 /2011,992 

I 0g (a_6]— 3,3036263 6064 

■ -log;o-Li'=3,87G1433 1428 1944 

5 432 

1,4274830 

log lana '/. C=r,7137415... l / 5 (:=27''2l l 8",00 

0956 C=TTo4«42'17",80i(Iin.»0",t 
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Veri&unne . 

St. 

Iog(*-c)=2,9424694 
-log(«-f e;=3,0372553 



1,0052139 

l.ig taog'/.B=l,3026069 7,8=1 7° 38' 51" ,00 

5992 B=35°17 l 42",12;<liff,°0 ,l ,0;>} 



182. Problema II. (100) Dati 6=1927™98 ; B=72°28'59",7 
Calcolo di C. 89» 59' 60" 

B=72° 28' 59",7 



C=17° 31' 0"3 valore trovato 

C.dÌa.lugfc=3,2851(8S 08! 

— log seoB^O,0206206 ... log se nB=l, 9793794 3730 



loga=3,3057231....fc=2021 m ,729 vai.* IrOY." 



C. di c . logfc=3,2851025 

logcotB=i,49916i8 162C 



logc=2,7842673 .... c=608« 5094. valore trovalo 
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VeriGuiimt . 

Formu te f (101]. b=^r[a+c)[a—c'j=V 2030,2384. Ut 3/219 V 

ìog,{a+e)=3M 99951 9888 

!oH(a— c)=3.1502096 495 

" . 132 

6.5702017 66 
logfc=3,2851023 . . . 6=1927,979 [di'ff.' 0,001) 
0815 
178 
1575 
305 



183. Problema 111. (101) Dati fc=6512», 628; a=79i8",519 

C. di B . logfc=3.81 57522 501 

— logo=l,0997122 .... loga=3,900287S 852 1 32 

210 528 

log senB=T;9154644 .... B=W» 23' 51" ,9. 486 
573 valore trovalo 



Calcolo di C . 89» 59' 60" 
B= 55° 23' 54",9 
C=34° 36' 5",1 valore [rovaio 



C.dic . logf 
log cosB=lngsc«C— 1,7542111 . 



logc=3,6515322 .... c=1513,695 
231 valore trovalo 
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La feriflcMione si fa colla formula (•] del n.« 104 con 
ud calcolo simile a quello del d." 181. 

184. Problema IV. f 102) »alì 5=9998 m ,7 ; c=30710",S8 
C. di B . logfc=3,9999435 

— Iog<=5,5127l20 .... Iogc=4,4872880 798 

71 

log (31^=7,5126555 ....B=18°02'02",85 vai." Irov." II 

Calcolo di C . 89" 59' CO" 

B=18° 2' 2",85 

C=71° 57' S7".15 valore trovato 



C. di a. logfc=3,9999435 

—log seiiB=.«,5092224 log se uB=:i ,4907776 7592 

1204 

logli— 4,5091659 0=32297,27 vai."- lrov.° 5176 

22 3235 



102 

La vcriOcaiione si fa colla formula (?) del n." 104. 



185, Problema I. del n." 106. 
DaLi fl=8745 ra ,657 ; B=28*48'53",6 ; C=112°34'57",42 
Calcolo di A . 179» 59' 00" 

B+C=141° 23' Sf'.Oa 

A=38° 36' 8",98 valore trovalo 

C. di li . Ioga— 3,9417924 . . . 78% 

log genB=^6830303 0J65 25 

1149 :ì:ì 

2298 — 

—log senA-r^0,2048755....tug senA^T,7951245.....l008 

2112 

Iog^3,8296982 5=0750">,133 2376 

6961 ce. valore Irovalo 2112 



Digitized by Google 



444 capo ir. 

Calcolo die. 179° 59' 60" 

C— 112° 34' M",42 
180»— C= 67' 25' 2",58 
log*=3,9417921 

log seri (180°-C]=1 ,9653554 3532 

—log senA:=0,2648755 t74 

433 

logc=M 120233 e=l»42»,*lja 69< 

0014 valore trovalo 



Verificali*» — Formuia del n.° 120 Caso /. 

C-li c—b A 6186,519 . .„ 
Ui.g- S -=^ot s = fiS83B eotl««18* ,49. 

log(c— 6}=3,7914463 4450 

log cot'/ s A=0,4556597 6225 



3375 
3375 



— log{e-H&]=5,7055G06....1og(c-h&]^ 4,S8443»4-'»'_ 

log long'/ s (C— B)=l9526fi66 '/ 1 (C-B)=4i"S3'l ,i 87 

'/ 1 (C+l!)^70"4i'55 lr ,5i i "' 

'/,(<;— B)=41°53' 1",87 

C=112°34'57",38 (diff. 11 in meno=0",04) 
B— 28°48'53",64 (diff.* in più =0",04) 

184, Problema li. ibi nfi 108. 
Dati «=948- l S3i ; 6=1257-572 ; A=t2°i3'26",15 
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ÀPPLICAZIOPII DELLA TRIGONOMETRIA 

C. di B . 1ob6=3,0995328 • 



log scnÀ:=1, 3257886 

— Iogfe=3,0230845....1oga=2,9769l55--" i 



log senB : =l,4484059....B=16°i8 , 29"8G 
3349 valore cercalo 



170°59'60" 
16»t8'29",86 



440 B'=l63°41'30"14 altro valore 



Calcolo di C . 179° 59' 60" 
A+B= 28° 31' 56",! 



C=15i° 28' 3",09 



179° 59' 60" 
A+B'=175° 54' 56",29 
C'= 4° 5' 3",71 



C. die. loga=2,976915;i 

log senC=l,679U25 

—log seDA=0,67421 14 .... log seuA=l,: 



]oge=3,3302394....c=2139,14i vai. 5 trov." 



18 



C. di c'. loga=2, 97691 55 

log sc[iC'=.2.8326340 .6130 

— logseiiA=0,6742114 210 

loge't=2,5037G09. . . . c'=318,9781 olirò valore 



498 
~iTT 

1096 
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M 

Le verifieazio 
Caso IL 



i fa 



CAPO IV. 

ino colle seguenti formale (120) 



_ {y-b){p-c) _ BUjHHg . 33,3325 
(p-a)~2 172,4733. 122i,239:i 
-, , k_[p '-WP'- c 'ì— 4.8281.043,4.140 
" turione; lang ^ p - ( p._ 0 j — 12(J2,3921. 314,1581 

Il calcolo si eseguisce come quello del ili? 188. 



a— 6=A8600,20 ; a j-6=660S4,92 ; y i C^71°12'48",285 
'/.[A+B;— PO"- 1 ,.,'-— l« , '47'll""2 
C. di A e B. log{a— &>=4,G8GG381 
logcot'/ I C=l,531C916 

— Iag[a+i>)=5,1798976...1og(a-h6)=4,820l024 

log tang'/.fA— B)=T,3982273 '/.(A— B]=14"02'42",6O 

2041 

232 y ; [A+B)=18°47 l ll ,l ,72 



e . loga=4,7584771 
log senC^l.7831090 
—log senA=0.2G58G13.. 



30 A— 32°40'5 f 4.",32 

nV Irov.j B= 4°44 , 29",12 



gscnA=l,7341387 



logcz=i,8095074 c^4492,24 
88 valore trovalo 



24 

La Verificazione si eseguisce colla formula 

„ C_(p-a)(p— &1_7940,02 . 5G546.22 
2ZZ p (p- c )~65288,S8 . 71)6,34 
ed il calcolo si fa come quello per la ricerca dì C del il? 188. 
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APPLICAZIONI DELLA THIGONOMETBIÀ ^ 17 
188. Problema IV. del Llì Forma ie dei tL£? LLa. 
Dati 0=25016,0 ; ft=-202G9,3 ; c=,33494.3. Però 2p=87779,C 
)f .=43889,8; p— n=ia87;l.* ; p-/,_^14620,5 ; p-c--=IQ395,ii. 
C. di A . log[p— è;=4,1G49623 
Iog[p— c ;=4.0i 68454 

-- logp=5,357G3C4 lngp=4,6423G3G 

— log{p— a ]=5.724140G...[o g :p— a)—'- 'i ,2758594 
1,2635847 

Inglaii* *=T,6317923 23°H'1S",22 

619 

304 A=4G°22 1 30".44 
2910 valore trovato 

130 

1104 



C. di B . loglp— a)=4,2758594 
log(p— «1=4,0168454 
— logp=5,3576364 

— logfp— o]=3,8350377 log[p— b) =4,10 9623 

1,4853789 

log lang |=r,7426894 |=28°56'2C rl ,16 

588 

~306 B=57°52'o2",32 
8982 valore trovalo 

~ÌÌ 
497 

2»T 
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1 18 c.i?o ìv. 

C. di C . log;p— a>= 4,2758594 
log[p— 6)= 4.1649623 
— logjj=3,3576364 

—logfp— ej=5~983i5i6 log[p— c)=4,0168454 

1,7810127 

„ £=33*52' i&",6a 



C=75",4i'37 l, ,21 
valore Irovato 



7J3 

VnìSeuIofia 
,120] Caso IV. A+B-l-C=180° 
A=4feSg3ff?4i 
B=S7°S2 1 B3"32 
C^7,W37"24 
A+B+C=180«0'0" . (diff.O) 

189. Superficie del triangolo . Formule del ttZ? 121. 
fuso LE Dati a— 573Ì2'»,5Q ; i-8742 m .36 ; C=142°25'3C".57 
Formuta (3) 179» 52! 60" 

c=i42° 251 36", ai 

1 80— C= 37= 34' 23!!, 43 
loga=4,7S8W7i 
Iogfr=:3,941G287 
log wn 0=1,785 1690 

— log2=T,6989700 Iog2=0,30 10300 

lngS=8,1842448. S=152842700 metri quadrali 

2370 valore trovalo 

18 
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APFLICAZIOKI DELLA TMGONOMET1UA -119 

La verificazione si fa con un calcolo simile e quello della 
superficie del 4.° caso ; colla forni.* S=l A p;p — a)[p— &)(l>— «"} 

Caso 2.° Formw/a (6) 
Dati a=8745°',657 ; B=28°48 , 53' T ,6 ; C=112°34'57",42 
2lo g0 =7,8835848. . . . logfl=3,9117924 
log senB=T,6830303 
log senC=I, 9653554 
— log seu [ B-hG)=0,S048T55 

Jog2S=^7,73684G0. . . . 2S^5455G440 

8425 S=27278220 metri quad.' 

35 valore cercalo 

32 
30 

La verificazione potrebbe farsi colla formula 

S=\^jfy-a)ty b}{p-e)=V 14222,22.5476,56.7 466,08.1 279,30 

Caso 4." Formula (12] 
Dati a— 25010 m ; È=29269 m ,3 ; c— 33494 m ,3 . 
logp=4,G423636 
ÌOg[p— a;=i,2758594 
log(p— 6}=4,1649623 
log; P -c;=MlG8454 
17.1000307 

logS=8,55001S3 S=354825900 meV quad.' 

0081 
~72 
61 

"Ho 

La Verificazione si fa colla formula S— '/ s ir5SenC . 
Iogurt, 3982179 
logfc=i,4664l23 
log senC— 1,9864151 

— log2=Ì .0989700 Iog2— 0,3010300 . 

Iogfc=8 f 5500133. . . . . S^33482S900 melJ q.« [difi.'=0J 
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120 CAPO IV. 

190. Dotte risultali per C esercizio dei giovani . 

I. Calcolare I* altezza (147) SA di uno torre . 
base AB=83™,27; angolo osservato SCD=44M8' ; 
altezza dello strumento CB=l m ,10. Si ottiene S\^=82 ro .3fi. 

II. Come sopra (149). CC , ^25 ro ,47;SC'D=37°2S , 47" ; 
SCD=48Mn3"; CB=n40. Alt* cercata SA=57-,9S5. 

III. Distanza do un punto A (ÌS7.Ì-") accessìbile ad un 
piintoCinaccessibile.C=588" 1 ,43;A=39V17 , ;B=132°25' 
Dislonza cercata ìi=2999 m ,061. 

IV. Distanza di due punti C c D (158) inaccessibili ma 
visibili . 

AB=394 ro ,82 ; k=75°28',41",6 ; j8=28°40', 5 1"3 ; 
a , =83 0 H , 17 ,l ,8 ; jS'= 41 s 10 , 32",7 . 
Distanza cercata CD=3O7" J 9510. 

V. Distanza x misurata per mezzo degli angolìec. Pro- 
blema del n." 162, o:=6=:100 ffl .«=35' , ;/3=42 0 ;7=54° ; 
Lunghezza cercata x=W*M- 

VI. Riduzione di un angolo al centro di stazione (165) 
0=48°25'12" ; ij=275MO'O0" ; r^3™,257 ; 
(i=17528 m ; g=20343ó m ; 0+ij=524°05'12" . 
Trovasi C=48°25'22",38 , e scorgesi che I' angolo os- 
servato deve subire una correzione di +0°O0'10"38 . 

VII. Riduzione all' orizzonte di una linea retta (167) 
m=^256 m .73 ; p=7°55'3" si trova x~Wi a ,ò0i. 

Vili. Elementi di un triangolo rettangolo . 
A=90° ; B=53 c, 7'48",4 ; C=i56°52'H",6 
n=,66 m ,925 ; t^4a' B ,540 ; c=34M55 . 

IX. Elementi di un triangolo obliquangolo . 
A=40"b6' ; B=54 0 -I6'8",4S ; C=--84 4 47'5t",52 . 
fl =57 m ,770 ; i^71 m ,577 ; c=87 ffl ,811 . 
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